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RESUME

Dans cette thése nous appliquons les techniques récemment
développées dans la théorie de la turbulence & 1'é&tude de 1'é@volution de
1'instabilité acoustique ionique, générée par un courant de dérive @lectronique.
Nous présentons une méthode permettant de décrire analytiquement et d'une
maniére autocohérente la dynamique de la déformation de la fonction de
distribution des particules en méme temps que 1'évolution de 1'énergie tur-
bulente. Nous avons ainsi discerné les différents mécanismes de saturation
de 1'instabilité ainsi que leur domaine de validité.
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Fonction de distribution moyenne
Mécanismes de saturation

THEORY OF "STRONG" TURBULENCE - APPLICATION TO THE ION ACOUSTIC INSTABILITY.

ABSTRACT

In this thesis, we apply the technics recently developed 1in
the theory of turbulence to study the evolution of the current-driven ion
acoustic instability. We present a method allow to describe analytically and
with a self-coherent manner the dynamic of the deformation of the distribution
function of particles in the same time as the evolution of the turbulent energy.

We have also discerned the saturation mechanisms of the instability as well as
their domain of validity.






INTRODUCTTION

En astrophysique comme en fusion thermonucléaire, le
plasma se trouve le plus fréquemment dans un é&tat dit turbu-
lent. Bien qu'd@ 1'heure actuelle, la définition méme du terme
turbulence reste a préciser, on peut dire cependant qu'un état
de turbulence est un état €loigné de 1'équilibre thermodynami-
que et possédant un grand nombre de fluctuations électromagné-
tiques ou électrostatiques aléatoires, lesquelles sont exci-
tées par le mouvement des particules chargées constituant le
plasma. On dit aussi que la turbulence est faible lorsque
1'énergie associée aux fluctuations reste trés inférieure a
1'énergie thermique des électrons et c'est précisément dans ce
contexte que se situe notre étude. Dans le cadre méme de 1la
turbulence faible, i1 y a plusieurs types de turbulence plasma
selon 1a nature des modes excités : la turbulence la mieux étu-
diée et comprise est sans contexte celle des ondes de Langmuir
(modes & hautes fréquences) alors que la turbulence acoustique
ionique (modes a basses fréquences) pose davantage de difficul-
tés et c'est précisément cette derniére qui constitue 1'objet
de cette theése.

Les intéréts de 1'instabilité acoustique ionique ont été
stimulés tant sur le plan théorique que sur le plan expérimen-
tal. En effet, par la simplicité de son analyse linéaire, la
turbulence acoustique ionique constitue un cas idéal pour tes-
ter les différentes théories non linéaires. Expérimentalement,
si les instabilités acoustiques ioniques ont &té exploitées
avantageusement dans les dispositifs & confinement magnétique
pour chauffer le plasma grace @ 1'augmentation de la résistivi-
té électrique (résistivité anormale) observée dans les plasmas
turbulents, elles présentent néanmoins un coté négatif dans les
plasmas produits par confinement inertiel. On pense, en effet,
qu'elles constituent une des causes majeures qui empéchent le
transport du flux de chaleur du Taser vers le coeur de la cible.
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Dans les expériences de chauffage, elles agissent pour
ralentir le courant de chauffage, d'ol la résistivité anorma-
le, et dans les plasmas produits par Taser (tout comme dans le
vent solaire) la conductivité thermique ainsi diminue. Le pro-
cessus sous-jacent a ces phénoménes est une collision effective
entre les particules et les ondes acoustiques ioniques générées
par la turbulence. Celle-ci, en effet, domine rapidement les

collisions Coulombiennes a température élevée.

Tous ces aspects physiques associés & la turbulence acous-
tique ionique, cités auparavant, se manifestent & travers les
coefficients du transport anormal, qui sont 1iés a la fréquence
de collision effective (1iée & 1'énergie turbulente). Pour pou-
voir examiner le réle de 1'instabilite acoustique dans un plasma
turbulent, on doit déterminer 1'évolution dynamique de 1'énergie
turbulente des ondes, c'est 1a un des buts essentiels de cette
thése, tout au long de laquelle, nous considérons un plasma a
deux composantes dont les fonctions de distribution &lectronique
et jonique initiales sont respectivement données par une Maxwel-
lienne déplacée (avec un courant de dérive ﬁ) et une Maxwellien-
ne pure.

Lorsque la vitesse de dérive électronique U excéde, en
module, la vitesse du son C . (= VTg/M) 5 T, est la température
électronique et M est la masse ionique, les ondes acoustiques
joniques sont générées si toutefois.-on a 1'inégalite Te e Ti’
ou Ti est la température ionique. Cette situation est la méme
que dans les plasmas produits par laser, lesquels transportent
de plus un flux de chaleur. Dans notre cas, le modéle mathéma-
tique qui décrit 1'évolution dynamique de la turbulence est
avantageusement simple.

L'analyse linéaire du systéme des équations "Vlasov-
Poisson" relatives aux caractéristiques de propagation des modes
acoustiques ioniques montre que le taux d'amortissement di aux
ions ne compense pas le taux de croissance di aux électrons et
les ondes dans les plasmas: croissent exponentiellement. Le sys-
téme est alors amené a un état dit turbulent. Cette terminologie



s'adresse aux plasmas ayant un niveau de fluctuations de
1'énergie potentielle bien supérieur a celui des plasmas
thermodynamiques, ce qu'on peut caractériser par un paramétre

sans dimension : o = ) (IEKIZ/NOKTE) tel que o >> % Log A
k

ou A = nlg et AD est 1a longueur de Debye. On se limite toute-

fois dans cette étude aux plasmas faiblement turbulents caractéri-
sés par o << 1, hypothése principale dans toutes les théories
non-linéaires existantes.

La question qui se pose tout naturellement alors est de
savoir comment ces modes se stabilisent et ce probléme est donc
non-linéaire par essence. Les premiers travaux visant ce problé&-
me ont été ceux de Kadomtsev et Petviachvili [1] et se placent
dans le cadre de la théorie non-linéaire de la turbulence fai-
ble. Cette théorie repose sur un développement perturbatif en
puissance du champ électrique turbulent faisant intervenir le
propagateur de résonance (w-E.V)"l. Par cette théorie, les ef-
fets associés aux interactions non-linéaires entre les ondes
acoustiques ioniques et les particules (électrons et ions) ont
été étudieés.

- Concernant les ions, pour ces particules les effets non-
linéaires sont importants du fait que lorsque deux modes
propres wﬁ,ﬁ : wp,,k' ne sont pas résonnants avec les ions,
le mode de battement Wy g K-k peut étre résonnant avec
ceux-ci et ce processus, appelé effet Landau non-linéaire, a
été spéculé par Kadomtsev et Petviachvili [1] comme un méca-
nisme de dissipation de 1'énergie turbulente. L'énergie des
ondes, dans ce cas, cesse d'augmenter et atteint un niveau
stationnaire avec un spectre d'énergie o donné selon ces au-
teurs par o v () (To/T;)k™3 Log(k,/k), k, < k < sk
est une limite 1n$érieure artificiellement imposée. On remar-
que que ce résultat pour le spectre d'énergie conduit aux
inconvénients suivants

i) la coupure a été artificiellement introduite et sans la-
quelle. 1'énergie totale divergerait
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ii) le niveau d'énergie turbulente o cesse d'étre petit de-
vant 1'unité lorsque le rapport des températures est
grand, ce qui serait en contradiction avec 1'hypothése
de Ta turbulence faible.

En conséquence, 1'effet d'amortissement non-linéaire di aux
ions ne constitue pas un mécanisme de saturation plausible
de 1'instabilité et i1 serait naturel de chercher du cdté
des électrons.

- Pour les électrons, Sloan et Drummond [2] ont trouvé que Tles
contributions de ces particules sont pratiquement toujours
supérieures & celles des ions. De plus, elles deviennent du
méme ordre de grandeur que le résultat linéaire pour un ni-

' 5 : m
veau d'énergie tel que o > K

-

On est amené alors d& conclure que la théorie de la tur-
bulence faible est incohérente. Cette incohérence est due au
fait que 1a fonction de résonance (w-K.V)'l apparait autant de
fois qu'on effectue 1'itération et dans le cas od la vitesse
thermique est supérieure & la vitesse de phase des ondes, cette
fonction a un p6le. Nous montrons (chapitre I, partie I) qu'en
effet le paramétre du développement n'est pas la puissance du

; . . Ve . i
champ électrique (normalisé) : a, mais a(——gil—- 3 Ve 5 ® Eﬁ%‘
phase : ’
i S : . M . .
Dans le cas de 1'instabilité acoustique 10n13:e20u vphase Cs,

ce paramétre devient, pour les électrons, a(t;) . Ce qui montre
que le développement perturbatif est convergent tant que

a < %. Pour a 2 % ce développement diverge et c'est le cas étu-
dié en [2].

Afin d'améliorer la théorie classique de la turbulence
faible des théories différentes "renormalisées" ont &té propo-

sées

1) Théories basées sur la resommation des termes les plus di-
vergents dans le développement classique [3]

2) Théories d'élargissement de résonance [4]



3) Théories qui tiennent compte des termes non-markoviens
négligés dans les théories (1,2) [5].

L'essentiel de ces théories peut se résumer comme suit

- La fonction de résonance n'est plus donnée par (w-E.v)_l

mais par (w-§.3+ivk)"1 3 v, est la fréquence de collision tur-
bulente entre les ondes et les particules. En conséquence, la
résonance est élargie et s'étend aux particules satisfaisant

a 1'inégalite |w-?.3i< Vi s ce qui élimine la divergence lors-

que wp = kK.V. Le paramétre du développement devient a(VS’i)Z

et vaut approximativement a1/2

pour les électrons, comme nous
le montrons au chapitre III de la partie I. Dans la limite
usuelle, o<k 1, ce paramétre est toujours inférieur a un, ce

qui montre 1'adéquation de la théorie renormalisée.

- La modification de la fonction de résonance a une conséquence
indirecte sur la limitation de 1'instabilité acoustique ioni-
que.

En effet, 1'élargissement de résonance, &tendue 3 une
plus grande population des ions conduit é&ventuellement & une
saturation de 1'instabilité [6]. Dans cette hypothése de tra-
vail Tes résultats pour 1'énergie des ondes sont en accord avec
ceux obtenus dans les expériences numériques [7] pour des rap-
ports Te/Ti inférieurs a 50. Pour des rapports plus élevés de
Te/T5, ce mécanisme n'est plus efficace.

En ce qui concerne les é&lectrons, nous montrerons (cha-
pitre I, partie II), que 1'élargissement de résonance méne seu-
lTement & une modification du taux de croissance et ne constitue
pas un mécanisme de saturation possible de 1'instabilité. Dans
ce méme cadre de la théorie renormalisée, on obtient pour le
taux de croissance non-linéaire uniquement une correction tri-

i

viale contrairement a la théorie classique.

On note que i) dans toutes les études,citées auparavant,
des mécanismes de saturation de 1'instabilité, 1'@évolution de
la fonction de distribution moyenne FDM (ionique et électronique),
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considérée comme un processus lent au cours de la relaxation

de 1'instabilité, a été négligée

ii) 1'amortissement dd aux ions par 1'élargissement de résonan-
ce n'est pas plausible lorsque Te/Ti est grand et le mécanisme
de saturation de 1'instabilité acoustique ionique reste encore
indéterminé tant que 1'évolution de la FDM n'a pas été considé-
rée. Elle est jusqu'd présent mal connue de par la difficulte
de résolution de 1'équation de diffusion qui la décrit avec une
variagle temporelle dépendante de 1'énergie des ondes

T = f veff(t')dt', (vefﬁhkalvea cf. (IIT.31) partie II) qui né-
cess?te en plus 1a résolution de 1'équation cinétique des ondes.

Des études qui tiennent compte de 1'évolution de 1a FDM
ont été effectuées, en imposant une hypothése sur 1'énergie des
ondes [8] : qu'elle croit d'une maniére monotone et atteint un
niveau stationnaire. Ce qui permet de considérer T comme une va-
raible indépendante de la résolution de 1'@quation cinétique des
ondes. De ce fait les résultats obtenus par ces études ne sont
pas cohérents [9]. On remarque que toutes les études existantes
ne déterminent pas 1'évolution de 1'instabilité et de la FDM de
facon autocohérente puisque, on y trouve que les équations re-
latives & ce probléme sont découplées, en imposant une hypothése
i) soit sur 1'évolution de 1a FDM [1-7] ii) soit sur 1'évolution

de 1'instabilité [8].

Nous développons une méthode (chapitre II, partie II) qui
permet de décrire 1'évolution de la FDM de fagon autocohérente
avec 1'évolution de 1'instabilité, en montrant toutefois que
les hypothéses imposées en [1-10] ne sont pas satisfaites. A
1'aide de la formule obtenue au chapitre II pour la FDM, nous
étudions 1'effet de la modification de cette fonction sur 1'évo-
lution de 1'instabilité acoustique ionique et nous montrons que :

i) La FDM électronique, qui est initialement une Maxwellienne dé-
placée, s'isotropise au cours du temps du fait que la vites-
se de dérive décroit au cours de 1'@volution de 1'instabilité.
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Autrement dit, la source d'énergie fournie par les électrons
aux ondes s'épuise, ce qui réduit le taux de croissance
(voir [101]).

ii) L'évolution de la partie isotrope est un processus trés lent
et 1ié au chauffage des électrons.

iii) La modification de la FDM électronique constitue un méca-
nisme dominant de saturation de 1'instabilité dans un plasma
ayant un trés grand rapport des masses et u/ve ¥ 0,3 (ct.
fig. (18)).

iv) La FDM ionique, qui est initialement une Maxwellienne pure,
devient anisotrope.

V) Les ondes cédent une partie de leur quantité de mouvement
aux ions non-résonnants et les derniers se transférent au
domaine résonnant ol ils contribuent au processus de stabi-
lisation. Ce processus appelé "la formation des ions énergi-
ques dans la queue de Ta FDM", peut constituer un mécanisme
de saturation efficace lorsque le rapport des masses n'est
pas trés grand et u/vg > 0,5 [ef. Tig. [18)]).,

vi) L'effet de 1'é@largissement de résonance sur la modification

de 1a FDM ionique est plus important qualitativement que
quantitativement.

vii) L'€tude que nous avons menée montre que 1'énergie totale
des ondes croit d'une maniére monotone et atteint une va-
Teur maximum et ensuite elle décroit, ce qui est en accord
avec les simulations numériques récentes [11], et rend ca-
duque les travaux cités en [8].
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CHAPITRE I

THEORIE CLASSIQUE DE LA TURBULENCE ACOUSTIQUE IONIQUE

I.a, THEORIE LINEAIRE DE L'INSTABILITE ACOUSTIQUE IONIQUE DUE
A UN COURANT DE DERIVE

Une des méthodes permettant de créer une instabilité acous-
tique ionique consiste & appliquer un champ électrique statique
E_ sur un plasma. Il est essentiel que les électrons "runaway" ne

sgient pas produits, ce qui impose la condition E0 << EDr’ ol EDr
est le champ de Dreicer défini comme celui requis pour amener un
électron a une vitesse double de Ta vitesse thermique (électroni-
que) : ¥ pendant un temps égal & 1'inverse de la fréquence de
collision électron-ion “ei'E" utilisant la formule EDr = meveive/e
et en considérant un plasma ayant une densité n, = 1014/cm3 et une
température Te = 5 keV, on trouve que le champ "runaway" est de

1'ordre de 200 volt/cm.

A cause de leur inertie, les ions peuvent étre considérés
comme immobiles alors que les électrons dérivent, par rapport aux
F . ~ o
premiers, par une vitesse notée u.

Dans ce qui suit, nous représentons les distributions élec-
tronique et ionique par :

(nolvqug)exp(- Lihifﬁli)
e

T‘
m
——
<V
S
i

(1.1)

Fi(V) = (no/ ﬁ3v?)exp(- %%)

2 T - :
N -V B : ;
ol vy 4 = = ﬁ désigne la vitesse thermique et nous supposons
3 ] M



de plus la condition Te >> Ti’ situation pratique des plasmas

de fusion. I1 est également @ noter que la vitesse de dérive U
qui figure dans (I.l) a e@té considérée comme un paramétre cons-
tant, hypothése simplificatrice certes mais corroborée par les
observations expérimentales, par exemple dans les travaux de
Burchenko et al. [1] on observe une remarquable proportionnalité
entre lﬁl et la vitesse thermique Vo Pour une large gamme de cet-
te derniére, ceci est di au fait que le plasma chauffe, ce qui

explique 1'augmentation de v, en méme temps que croit la vitesse

e
de dérive.

Sur la figure (1), nous représentons les fonctions de

=

distribution &@lectronique et ionique correspondant a un rapport

de températures Te/Ti = 50 et un rapport de vitesse 7#— = 1f2.
e

Nous y reportons &galement la_valeur de la vitesse acoustique

jonique définie comme C . = T%‘

Nous allons maintenant étudier 1'@volution du systéme a
partir de 1'état décrit par (I.1) en utilisant le systeme des
équations de Vlasov-Poisson qui sont

P > 23 ?.i -+ _3_-1 > > .
[§¥ t Ne—F = E(x,t). fs(x,v,t) = 0

Q2

=<4

w

Q2

<
}

(1.2)

oa f désigne la distribution au temps t de 1'espéce s, (s = e,i),
au point (?,V) de 1'espace des phases, les autres notations sont
usuelles. En suivant la méthode standard, on décompose la fonction
de distribution selon

-+

+ f(X,V,1), (1.3)

>

-+ -

od f, (V) designe la distribution initiale et Foo(%.¥,t) 1'ecart
par rapport & celle-ci. En confondant la distribution initiale
avec la valeur moyenne représentée dans (I.1) et en reportant
(1.3) dans (I.2), on obtient

-
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(% + ?.%)fs('iﬁ,t) - - S ELY.2 ()
X s oV
. (I1.4.a)
- S EGLE) X F (R,
me 3y 08 >
div E(X,t) = 47 ] e J dv ?s(;,v,t) (I.4.b)

S

Dans le cadre linéaire considéré dans ce paragraphe, le
terme non-linéaire qui figure dans le membre de droite de (I.4.a)
sera négligé, on peut ainsi faire une analyse de Fourier-Laplace
du systéme, ce qui donne pour la composante K,w de 1la fluctuation

(1) = €s 3
fgfzm(v) - T omg gé?ig+,m'g§ Fos (V)

(I.5)
o{®) - : ;

ol § représente la prescription du contour de 1'intégration due
&8 1'emploi de Ta transformation de Laplace. En reportant (I.5)
dans 1'équation transformée de (I.4.b), on obtient 1'équation de
dispersion

cL(ﬁ,w)fﬁ e =0
‘ {1.6)
£ 4mi 2 + (o)y 9 -
z-(k,w) = 1 - ) e I dv g3 k.= f__(V)
Pt k,w av ©°
et foe ; sont donnés par (I.1). La fonction diélectrique s'écrit
explicitement : '
2 2
w 27 w_ .
LRy =1 P () - B ().
k Ve e k Vs i (1.9)

->

ﬂﬁ = w = E.u

o0 Z'(y) est la dérivée de la fonction de dispersion Z(y) don-
née par :



1 [ e et
- 1 t e
Z(y) = - J T-y =35 (1.8)

=00

et qui a été tabulée par Fried et Conte [2]. La fonction Z(y)
posséde les comportements limites suivants

2
ReZ(y) = - Zy(l - Ay ...), y << 1 (1.8.a)
ReZ(y) = - l(1 + —l§ + ...) s ¥y >> 1 (I.8.b)
Yy 2y
i
ImZ(y) = v7 ey (I1.8.¢)

Dans notre cas, comme on s'intéresse aux modes de basses

=

fréquences satisfaisant a une double condition FET >> 1 et
%5 - i
——LEV——~—<< 1, on emploie donc pour la fonction Z 1'expression

e
asymptotique pour les ions et le développement en série (I.8.a)

pour les électrons, ce qui donne pour les parties réelle et ima-
ginaire de la fonction diélectrique

2
W .
Rech(Kaw) = 1+ 1 - BL, (1.9)
k Ap w
2
2, -(4) 2 o (%)
W LW e w_ Qp
ImgL(f,w) = 2V w%l§ e KVi' 4 oo :E§?§ g n Ye', (1.10)
k=vs: ' v
i e

ol X =l(Te/41Te2n0)1/2 désigne la longueur de Debye associée aux
électrons.

En utilisant la méthode standard, la fréquence propre
réelle s'obtient en résolvant 1'équation RecL(f,w) = 0 et on a

> >
W k.o > 0
-wk ﬁ'_a < 0 9

" wy = sz//,‘1+k2ADE (1.11)



et rappelons que Cs = YT/M est la vitesse du son.

La partie imaginaire de la fréquence s'obtient en déve-
loppant l1a fonction diélectrique CL(K,w) en série de Taylor
autour de la fréquence réelle w% selon

L,z R
dRez - (k,wy)
L,z - _.R k Imzb K. ,
(k,w) (w wk)( amE ) + iImg - ( w%)
ce qdi donne
Ler? 3 L,z R
= = I Ks ——= R K,wy L:12
vk = - et mf)/(amIrj ect (K.uf)) (1.12)

Dans notre cas Yk est donné explicitement par :

k Yke * Y%i ’ (1.13)
2.2
| /T 3/2 (T /2T, (1+k°x ))
L. K ( ( e’ i D 3.
YEs T 3/2\T /2T, ) e (1.13.a)
/T wr O - (98/k2 V2
YE, = - . Sl SR A wp = wp (1.13.b)

2(1+k“A%) kv,

Si Yki est toujours négatif et refléte le fait que les

ions contribuent & un amortissement des ondes, la partie &lectro-
nique Y%e peut étre positive si on a ?.E-wﬁ > 0 soit lorsque 1'on
a u>C, et pour les modes dont le vecteur d'onde K se trouve dans
un céne autour du vecteur U, dit céne de Cerenkov, dont le demi-
angle au sommet e est donné par e = Arc cos(Ei) IT s'ensuit que
les électrons contr1buent d une destab111sat1on et si on a T >>T
1'effet d'absorption des ions (effet Landau) est neg]1geab1e de-
vant 1'effet déstabilisant des électrons et prat1quement tous Tles
modes qui se propagent dans la direction du vecteur u sont insta-
bles, si toutefois on a u >> CS. Ces résultats peuvent s'expliquer

-

clairement si on se référe & la figure (1) dans laguelle on trouve



que la vitesse de phase des modes acoustiques ioniques se trouve
sur Ta partie ascendante (& pente positive) de la fonction de
distribution &lectronique et sur la queue 3 pente négative de

la fonction de distribution ionique.

Les résultats de 1'analyse linéaire cités briévement ci-
dessus ont montré que pour des valeurs de la vitesse de dérive
U supérieures a la vitesse du son Cs, le plasma devient instable
vis-d-vis des modes acoustiques, lesquels croissent exponentielle-
ment, tout au moins dans la phase linéaire, avec un taux de crois-

sance y% donné par (I1.13).

La question qui se pose tout naturellement alors est de
savoir comment ces modes se stabilisent. Ce probléme est donc
non-linéaire par essence et nous allons exposer briévement les
théories anciennes qui Tui ont été destinées et nous soulignerons
par la suite la nécessité d'élaborer une théorie plus adéquate.

I.b, THEORIE NON-LINEAIRE DE L'INSTABILITE ACOUSTIQUE IONIQUE

Les premiers travaux non-linéaires sur ce sujet ont été
ceux de Kadomtsev et Petviashvili [3] et sont placés dans le ca-
dre de la turbulence faible. Dans cet esprit, on tient compte a
présent du terme non-linéaire figurant dans le second membre de
1'équation (I.4.a) et on pousse le calcul de la partie fluctuante
jusqu'd 1'ordre 3 par rapport au champ électrique. En utilisant
la méthode d'itération qui donne la contribution & un ordre en
terme de la quantité précédente conformément a

¥n) - _ s
sk ,w S E

n-1
-+

STk wew' @ N22 (1.14)

r 9
gé°i¢ﬁ. w'z ST ¥
] 3 ? v

En reportant ensuite les contributions d'ordre 2 et 3 dans le se-
cond membre de 1'équation de Poisson écrite sous la forme

-



E) (1.4.b)

on obtient au lieu de 1'équation de dispersion linéaire (cf.
(I.6)) 1'équation plus exacte suivante

C(Z)('El ’En_’ml ’w")q}iz',w'd)]:ﬂ’w"

L

ﬁL(iaw)¢E W * E
] Y -
kl+k"

+ E 2;(3)(]:',_E",_Ig"';w‘,w",w"')
'Iz'+'I2“+‘|2" ;="|z

X ¢'ﬁ';’w|¢-|‘zu,wu¢’zul’wn| = 0 > (1.15)

ol ;(2) et c(3), appelés polarisabilités non-linéaires d'ordre
2 et 3, sont :

2

2 t T " - 1 4 S it 0)

N ket 0y = 2 g(e/m)s TETE;:T?-x J dv g§.+ﬁn’m.+w"
=
y 0 ( ) Tu 9 w 0 _(0) 7 8] >

X k - g n ﬂk — F k [ i g ] |k g f (V) (1.16)

[ av Ko X gy KW syl B=

et

(3) ' 2 oy

359 i T 1 " i i e ps e
g (k K" 5K W W LW ) = E (_) j dv

2_ S m S |"|zl+_|zu+Tzn|'2

0) 2y 3 0
x gé'_l_—krﬂ*__k’.lll ’ml+mll+wul k ';_é- gkll+klll ’wll+wlll

n a 0) +III a +lll a ‘(_0) +l! a } s

x{k".— gt m m k"o— + k".— g wk" . —}f (V) (1.17)

{ 3V é s W 5% 5y k", w avd 0S

L'équation (I.15) montre qu'a cause de 1'interaction, deux modes
-

propres (k',w') et (k",u") peuvent se coupler pour donner un mo-

de (K,uw) avec K = K'+K", o = w'+u" selon



C(z)(ﬁ',f";m',m“)¢

Fa d

ksw L
Co(ksw) R e g
w'+w"=w

00t g (1.18)

a signaler que dans le cas des modes acoustiques ioniques, la
condition de résonance kK'tk" = Kk et w'tw" = w est impossible et
il n'y a pas de singularité dans le dénominateur dans (I.18). On
dit, dans ce cas, que le mode (f,m) ainsi généré est un mode de
battement et celui-ci joue un rdle primordial dans le cas ol le
couplage résonnant n'a pas lieu. A présent, retournons & 1'équa-
tion (I.15), aprés 1'avoir multipliée par la quantité complexe
conjuguée de ¢f,m’ on effectue une moyenne sur les phases. Dans
cette opération, on stipule que la phase d'un mode (?,m) est dis-
tribuée d'une maniére aléatoire si bien que la fonction de corré-
lation double <¢E,m¢f',w'> n'est non nulle que si on a k' = K et

w' = w et on pose dans ce cas

<¢E,w¢+.,w,> = 2m8(w-w' )8y ¢ Iy, o (1.19)

b ,UJ
ol Iﬁ ® est appelé la fonction spectrale. En utilisant 1a repré-
3
sentation usuelle du potentiel électrique dans la théorie de tur-
bulence faible, 1a fonction I3 o &St représentée par :

1>

Foo = 2ms(wmup) Ip(t) . (1.19.a)

En effectuant cette opération de moyenne, les termes non-
linéaires de (I1.15) donnent lieu ainsi a des corrélations quadru-
ple et triple de la fonction ¢K,w’ lesquelles sont évaluées en ter-
mes des corrélations doubles de la maniére suivante

- Une fonction de corrélation quadruple est approximée par la
somme des produits de deux fonctions de corrélation double, ce
qui donne, compte tenu de 1'approximation sur les phases aléatoi-
res, le résultat suivant :

A G S SR O S PP ST o
Bk = | | ST

-2 7 @R K et ) Ip, oIy s (1.20)
y.

%k



ou 4(3) est donné par (I1.7), et le facteur 2 provient du fait que
C(3)(EI,_KI,K;wI’_wI ,UJ) = Q(B)(EI ’E’_T’(‘I ;ml’w’_wl).

- En ce qui concerne la fonction de corrélation triple

¢3 ¢E.’w.¢+u,w">, elle fournit une contribution quadratique en
IE,
ment & la formule (I.18). Dans notre cas, compte tenu du fait que

le couplage résonnant n'est pas possible, on obtient :

si 1'une des fonctions ¢ est un mode de battement conformé-

I <¢E,w¢'l2' ,w'¢’i_ﬁ- ’w_w->f§(2)(i' .-I:-—[Z';w',w-w')

(1.21)
) 4 Z C(Z)(K|’_E_Kl. [} W= )C(z)(z —-E s, =W ) I+|I+
k' ‘ 4 (K K u-w ") .

ol on s'est servi de 1la symetr1e par rapport aux indices k Wy

Kooy ¢+ 2BV K0 00,) = 208 (R, K s0p,0,) (cf. (1.16)).

Le résultat de 1'opération moyenne sur les phases des ondes
peut alors s'écrire sous la forme :

NL(E,w)Iﬁ . 0o, (1.22)

ou ;NL(ﬁ,m) désigne la constante diélectrique non-linéaire, la-

quelle dépend donc de la fonction spectrale de 1'énergie et

2) ', ' 2) 1ot
VL) = cb(Rae) + 4 ] Stk f‘”;‘*‘)“( (R s dig
X LR-RY w-0) ;
-2 7 N R LR et et he) T, 8 (1.23)
i ’

L'équation (I.22) généralise donc 1'équation de dispersion
Tinéaire (I.6) et donne comme pour celle-ci le taux de croissance
des modes selon
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ImgNL(K,wE)
‘Y-—h = - 5 - 1.24
. (gngECNL(k,mE)) ( )

. 312
A 1'aide de (I.19.a), on peut remplacer Y§ par 2%; —75 et

réécrire (I.22) sous une forme équivalente

210ty = 20vk + MYy (1.25)

ol Y% est le taux de croissance linéaire et Y%L est 1a contribu-

tion non-linéaire

NL ( RecL(E,wE))'ll j rdg(z)(i',-ﬁ',

Y+ m )
k B 1 | (K-K" op_ o)
-
- ZC(3)(k1’_K*,ﬁ;w+,,m_K.,wE)]IE.(t) (I.26)

L'équation (I.25), appelée 1'@quation cinétique des ondes,
a été établie dans le cadre de la turbulence faible [4]. Au se-
cond membre de cette &quation, le premier terme qui représente le
processus linéaire fait intervenir la fonction de résonance
g&?i+ qui caractérise une fraction de particules (particules réson-
nantes) et donne lieu & une génération des modes. Le second terme
du second membre est responsable de- 1a limitation de la croissance
et bien qué quadratique par rapport & la densité d'énergie peut
devenir comparable au premier terme. En effet, dans les termes
constituant la partie non-linéaire figure la fonction
gﬁ?%l=mﬁ-ﬁ' qui traduit la résonance éventuelle entre les parti-
cules avec le mode de battement formé par les modes propres (E,wg)
et (K',wz.). Si ces modes propres n'interagissent qu'avec une po-
pulation négligeable d'ions, comme nous avons vu, leur couplage
qui donne un mode de battement (F-E‘,wﬁ_z.), en revanche, peut
entrer en résonance avec tous les ions thermiques. Ce mécanisme,
appelé effet Landau non-linéaire, a été considéré pendant long-
temps comme un mécanisme responsable de la saturation de 1'insta-
bilité acoustique ionique.



n

Comme on a w, = I'EICS et w, . = IK'ICS, alors
Wy Wy = (IK|] - |K'|)C.. Pour que la résonance avec les ions ait
lieu, soit wg.gr = ]i-k'lvi il est donc nécessaire que 1'on ait
(|§|-|E'I)CS = |E-K'|vi, c'est-a-dire que les deux vecteurs k et

k' se trouvent dans 1'espace k sur une couche_entre deux sphéres
Vi :

dont la différence de rayon est 8k = TTl = ~Tl-k.
s e

Au point de vue mathématique, dans la théorie de Kadomtsev
on considére seulement les contributions au taux d'amortissement
dues aux ions thermiques car les &lectrons thermiques ont déja
fourni linéairement au taux de croissance. Par ces considérations
on est amené & délaisser ng et dans le calcul de YE% on peut dé-

velopper en série les fonctions gioi et gé?)w. dans les formules

appropriées pour c(z) et cta), ce aui donne’pour YE% (tous cal-
culs faits)
16T
. i\ 3 (,3
15 = ke () o) (),
5 (1.27)
eI, (t)
% T T 2.2
8m Te

Dans 1'esprit de la théorie de Kadomtsev, un état station-
naire en résulterait et s'obtient en faisant %;#(t) = 0 dans
1'équation (I.25). Aprés quelques manipulations algébriques, cet
état est donné par : '

9 /3 Te Yte
sk (ko) = (TET;) KT, (kA (1.28)

1

3

En postulant que le spectre d'énergie s'annule pour k = Aa

1'équation (I1.28) s'intégre et donne le fameux spectre de
Kadomtsev :

)gi (v/g%/k3)Log E%E (I.28.a)

Te
% = (16T1
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I.c. DEFAUT DE LA THEORIE DE KADOMTSEV

Le spectre, donné par (I.28.a), conduit 3@ une divergence
de 1'énergie totale des modes (c'est-a-dire EE I;), afin d'évi-
ter un tel inconvénient Kadomtsev a été amené a stipuler qu'il
doit @&tre appliqué uniquement dans un domaine déterminé par
k0 < k < 161 ou kOCS est égal & la fréquence de collision. Cette
théorie heuristique, d'autre part, n'explique pas 1'existence de
1'état stationnaire puisqu'elle montre qu'il y a une cascade
d'énergie venant des modes de courte longueur d'onde vers les
modes de grandes longueurs d'onde et non pas une vraie absorption.
De plus, le niveau d'énergie dans 1'état stationnaire, qui est de

| Te . . .
1'ordre de a = T_ ﬂ C , peut violer la condition de faible tur-
bulence pour des rapports élevés de températures. Méme pour des
rapports modestes de celles-ci, le niveau d'énergie reste encore
trop élevé par rapport aux résultats expérimentaux. Citons par
exemple les mesures des travaux de Gekelman et Stenzel [5] ol on
trouve que pour des paramétres initiaux T /T = 10, u/ve = 0,3,

-2

le niveau d'énergie varie de 10 -4 a 10 tand1s que d'aprés la

formule (I.28.a), le niveau maximum est environ 18 %.

La deuxiéme difficulté de la théorie de Kadomtsev est a
double égard, plus subtile et plus intéressante : en effet dans
cette théorie, les effets non-linéaires dis aux électrons ont
été tacitement ignorés du fait que,'comme nous 1'avons mentionné
plus haut, les électrons thermiques contribuent déja dans le mé-
canisme linéaire et i1 est donc plausible de penser qu'ils ne
peuvent donner qu'une petite correction aux résultats linéaires.
Sloan et Drummond [6] d'une part et Sizonenko et Stepanov [7]
d'autre part, ont réexaminé le rdle non-linéaire des électrons
en calculant les polarisabilités é&lectroniques non-linéaires don-
nées par les formules (1.23), (I.16) et (I.17). Ils ont trouve
que les contributions électroniques sont pratiquement toujours
plus grandes que celles des ions. De plus, elles deviennent du
méme ordre de grandeur que.les résultats linéaires, c'est-a-dire

on a YK k pour un niveau d'énergie tel que a > %, ce qui a
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fait conclure (a tort) & Sizonenko et al. que le niveau d'énergie
de saturation serait donné par o = %. En effet, les électrons cé-
dent constamment leur énergie aux ondes et ne peuvent donc pas

=

conduire & une stabilisation.

Quoi qu'il en soit, on est amené i se poser la question
pourquoi la correction non-linéaire i 1a partie imaginaire de
la polarisabilité électronique peut devenir comparable & la po-
larisabilité linéaire, alors que celle-ci est déja fournie par
la quasitotalité de la population électronique. La raison en est
que la théorie de 1a turbulence faible est basée sur un dévelop-
pement perturbatif suivant la puissance du champ électrique tur-
bulent, et cela fait intervenir 1a fonction de résonance gﬁo) On
pense,alors, que le paramétre du développement n'est pas 1la puis-
sance du champ électrique (normalisé) mais plutét p = kufs)z n:%S
ou la vitesse v et la température T, sont relatives a 1'espéce
de particule s, (s = e,i) en con51derat1on Dans le cas de la tur-
bulence de Langmuir od w = pe’ la condition de validité du dé-
veloppement coincide donc avec la condition habituelle de la tur-
bulence faible o = ——T— << 1 et la théorie est justifiée. Dans 1le
cas de 1la turbu1ence acoust1que ionique, ce développement s'appli-
que encore pour les ijons, pour lesquels on a p = a, i1 posseéde
vis-d-vis des électrons le paramétre p = %.a. Ce qui explique 1la
non validité de la turbulence faible, dés que le rapport a atteint
une valeur finie, tout en restant petite, lorsqu'on veut 1°' appli-
quer a des espéces dites adiabatiques, lesquelles possédent une
vitesse thermique largement supérieure a la vitesse de phase des
ondes. Cette nouveauteé par rapport au cas Langmuir, lequel a fait
1'objet d'une abondante littérature, constitue ainsi un sujet in-
téressant dans le contexte de 1a turbulence plasma.
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I.d. NECESSITE D'UNE THEORIE ADEQUATE DE LA TURBULENCE ACOUSTIQUE
IONIQUE

Dans le paragraphe précédent, nous avons montré que la
théorie de Kadomtsev, basée sur la turbulence faible, a rencon-
tré quelques incohérences sur ses résultats et n'a pas étée véri-
fiée quantitativement, ce qui a motivé les travaux ultérieurs
qui ont tenté d'inclure les effets négligés dans 1la premiére
théorie & savoir :

- Déformation de 1a fonction de distribution moyenne des parti-
cules.

Cette fonction considérée comme gelée dans la théorie de
Kadomtsev, subit une déformation due & 1a contre-réaction du champ
turbulent. Cet effet constitue 1'objet principal de notre étude et
sera abordé en détail dans la deuxiéme partie de notre travail.

- Déformation des orbites (trajectoires) libres des particules
par le champ turbulent.

De 1a méme fagon que pour la fonction de distribution
moyenne, les champs turbulents, a leur tour, peuvent modifier
les orbites des particules, lesquelles peuvent dévier d'une ma-
niére appréciable par rapport aux orbites libres, méme pour des
valeurs faibles du niveau de turbulence a. Ce qui explique, en
particulier, la non-validité de la turbulence faible habituelle
pour 1'espéce @lectronique citée précédemment. Une conséquence
intéressante et importante de cet effet est que sous 1'effet de
la modification des orbites, les particules en résonance avec les
ondes ne sont plus soumises & la condition habituelle wy = K.V
mais & une autre condition plus faible qui peut s'écrire comme
Iwk-K.GI < Vg 0l v, qui est une quantité dépendante de 1'éner-
gie turbulente, désigne la fréquence de collision turbulente en-
tre les ondes et les particules. Alors, le domaine de résonance

-
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est &tendu aux particules qui n'étaient pas résonnantes initia-
lement, lesquelles peuvent absorber des ondes.

Les deux effets cités plus haut qui peuvent contribuer
d un mécanisme de dissipation de 1'énergie feront 1'objet d'une
discussion dans les chapitres suivants, dans lesquels nous expo-
sons plus en détail leur philosophie. Celle-ci est, en effet,
placée dans le contexte de la théorie renormalisée, terminologie
destinée aux processus de resommation d'une série infinie (au

Tieu d'une série tronquée comme dans la théorie classique de tur-
bulence faible).
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CHAPITRE II

THEORIE QUASI-LINEAIRE

II.a, INTRODUCTION

La premi&re théorie non-linéaire destinée aux plasmas
turbulents a été &laborée en 1962 simultanément et indépendam-
ment par Drummond et Pines [8] d'une part et Vedenov, Velikhov
et Sagdeev [9] de 1'autre. Cette théorie appelée communément
théorie quasi-linéaire a pour but de décrire 1'évolution de la
fonction de distribution moyenne (fond), au cours du temps, due
d la présence des ondes créées par les instabilités. Depuis cet-
te date, d'autres travaux dans cette direction ont été faits
pour donner une base plus solide & cette théorie ainsi que son
domaine d'application, citons pour cela les travaux de Bernstein
et Engelmann [10], Frieman et Rutherford [11] ainsi que les au-
tres auteurs cités dans les références [10,11]. Plus récemment
encore cette théorie est encore le sujet de controverse et cer-
tains auteurs en sont amenés méme & douter de sa validite [12].

Dans ce chapitre nous allons revoir bridvement 1'établis-
sement de 1'équation cinétique d'évolution de la fonction de
distribution moyenne selon une approche statistique, faisant in-
tervenir la moyenne sur les ensembles, et puis la méthode dia-
grammatique dont 1'intérét est double & savoir, elle montre que
la description quaéi-]inéaire correspond @ un processus de re-
normalisation (resommation d'une infinité de termes d'une série
de perturbation) et cette présentation servira ensuite pour la
compréhension de la théorie renormalisée ,proprement dite, décrite
dans le chapitre ‘suivant.

-
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11.b. L'EQUATION QUASI-LINEAIRE POUR LA FONCTION DE DISTRIBUTION
MOYENNE

Nous partons du systéme des équations de Vlasov-Poisson

9 .+ 9 . %5 2. 9 >
[- + V.— + — E(x,t).m~]f (x,v,t) =0, s =-e,i (II.1)
A 3 X s av! ®
div E = 4r ] e j dv f (X,V,t) , (11.2)

S

nous allons maintenant considérer une seule espéce de particules
et nous abondonnons 1'indice s sauf quand i1 y a confusion. Nous
décomposons la fonction de distribution selon f = F + &f, o

F = <f> est 1a partie moyenne sur les ensembles et &§f est la par-
tie fluctuante, écart par rapport @8 1a moyenne. Nous faisons de
méme pour le champ électrique E = <E> + 6F et dans notre é&tude,

on considére le cas sans champ extérieur, c'est-a-dire <E> = 0.

En effectuant 1a moyenne d'ensemble sur 1'équation (II.1),
on obtient pour la partie moyenne 1'équation

[EL s V.EL]F(i,V,t) - - RSB (RLt) . sF(XLVLt)>, (I1.3)
% 3% It 3V

ol le second membre traduit 1'effet des fluctuations sur 1'évolu-
tion de la partie moyenne de la fonction de distribution. La par-
tie fluctuante qui figure dans le second membre de (II.3) est

maintenant décrite en retranchant membre & membre les équations
(I1.3) et (II.1), ce qui donne

5 .+ 3 . e > 5 s > e §F o <&
e b Vo = 6E(X,t)-—-‘]6f(x,v,t) = '*GE(X,t).'—'—-(X,Vgt)
[at ax M 3V i 5V
+ <€ E(R,t). 2 sF(K,V.t)> (11.4)

av

o0 la partie fluctuante est & son tour reliée & la partie moyenne
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ainsi qu'aux fluctuations du champ électrique.

On note aussi que les termes —6E 3—Es-f et <—6f ~—6f> correspondent

Xt

aux effets non-linéaires.
Dans ce chapitre, nous nous contentons de délaisser les

termes non-linéaires, ce qui permet d'intégrer (II.4) et on ob-

tient :

t

L dt'Gf(?(t'),t').azitWF(i(t’),V(t'),t').
(11.5)

-
o+
o
]
O
—h
——
34
-
<+
-
o
-
]
s|m

ol 6f(§,¢,o) désigne la fluctuation initiale et les fonctions
X(t') et V(t') données par :

-

V(t') =V, X(t') = X - V(t-t'), (11.6)

décrivent la trajectoire libre des particules.

En reportant dans (II.3) 1'expression de l1a fluctuation
donnée par (II.5) et en négligeant les conditions initiales, on
obtient, pour la partie moyenne, 1'équation

k
2
3 > 3 + > e” 9 oy 3
3t * VEFRTe = 5 L] astGueet(Rie) )
[at ax] mg av e ( )
d = 1 = 1 |
2 F(X(t) LY.t ), .7
= (3een).v.e) (11.7)

qui est cependant une équation intégro—différentje]]e. Dans 1le
cas d'un plasma homogéne, la fonction de distribution moyenne ne
dépend pas de la variable spatiale et 1'équation (II.7) se réduit

d
) t
2E(3,1) - §7 jL_f dr<5f(§,t)a§(§(t-r),t-r)>-iiF(7,t-T), (I1.8)

S -
RY 5 av

oG on a utilisé le changement de variable t = E=t'.
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L'équation (II.8), qui est 1'équation quasi-linéaire gé-
nérale pour la fonction de distribution moyenne (FDM), est en
principe une équation non-markovienne car 1'évolution de cette
fonction & un instant donné dépend de 1'histoire antérieure
compléte de celle~ci. L'équation précédente ainsi se préte mal
i la résolution et on est conduit a faire des hypothéses supplé-
mentaires sur celle-ci. Pour cela, nous commengons par examiner
la structure de la fonction de corrélation du champ électrique

qui figure dans le noyau intégral de 1'équation précédente.

II.c, FONCTION DE CORRELATION DU CHAMP ELECTRIQUE

Cette fonction se définit comme

(X, t3x',t") = <SE(X,t)6E(X',t")>. (11.9)

. ” -+ e
Pour un champ électrostatique réel, on a Gf(x,t) = =Vo(x,t) 3
ou ¢(§,t) est le potentiel électrostatique.
En terme de la transformation de Fourier-Laplace de
¢(§,t) on peut écrire (II.9) sous la forme
©+i§ wt+ig’ P
e R UNIPINED U N B UL
K,k “o4id mwtif
1‘(El-—§l_wltl‘)
x @ <¢I’w¢+,,w.> " (I1.10)

oi dans le cas présent x' = X-v(t-t'). En utilisant les hypothéses

usuelles (cf. chapitre précédent, formules 19 et 19.a) la fonction
de corrélation du champ électrique s'écrit, dans le cadre de la
théorie quasi-linéaire, sous la forme

B(t,t-1) = E.TZ'EI—E(t) e"(‘*"ﬁ'?")T . (I1.11)
'E‘ ;
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D'aprés (II.11), le temps de corrélation (dénoté par TC)
du champ électrique vu par les particules qui suivent une tra-
jectoire libre est t . = [A(mr-?.?)l'l, oll A(mK—F.V) est la lar-
geur caractéristique de (wK—K.V) prise sur la largeur spectrale
des ondes excitées.

On définit également le temps caractéristique de 1'évolu-
tion du champ (ou du spectre Iz(t))tg qui est approximativement
de 1'ordre de Yil et le temps qui caractérise 1'évolution de la

FDM : TF-

I1.d. EQUATION DE DIFFUSION QUASI-LINEAIRE

L'équation quasi-linéaire générale (11.8) peut &tre rame-

née sous la forme d'une équation de diffusion & 1'aide des hypo-
théses suivantes

(i) Le temps caractéristique de convergence de 1'intégrale
sur t (qui est d'ailleurs le temps de corrélation TC) est petit
par rapport au temps Tg

(ii) Le temps de corrélation est aussi petit par rapport
au temps caractéristique de 1'évolution de F (TC << 1p). Cette
hypothése, appelée 1'hypothése de markovianisation, consiste a
remplacer dans (II.8) F(V,t-t) par F(V,t), t < 1. et la borne
supérieure de 1'intégrale sur T peut étre &tendue a8 1'infini.

Alors, 1'équation (II.8) est ramenée a

9 3 ®QL,»> -+
2F(V.t) = ;3.00 (v,t).é%r(v,t) , (11.12)
2
L d -
B (V,t) = & § RRIp(t)im —L , (I11.12.a)
m oy (w-k.v+i8)

B est 1e tenseur de diffusion quasi-linéaire. L'équation (II1.12),
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appelée 1'équation de diffusion quasi-linéaire, permet, en prin-
cipe, d'étudier 1'évolution de la FDM lorsque la variation tem-
porelle de la fonction spectrale est connue.

Dans la suite nous allons établir 1'é@quation cinétique des
ondes, laquelle constitue 1'équation de fermeture pour le systéme
(11.12).

I1.e. EQUATION CINETIQUE D'ONDE

Nous commencons par 1'équation (II.5), ol dans 1'espace
de Fourier-Laplace, elle s'écrit :

?
ZF(V,t) (11.13)
oV

ol géoi est donné au chapitre précédent et la valeur initiale
de ofy a été délaissée. En substituant (II.13) dans 1'équation
de Poisson (cf. (II.2)) on obtient :

gQL(K,w,t)égﬁ a = 0
(I11.14)

v MN

4rme

s

2

ol CQL(E,w,t) =1-1} s
s

A+ 0)-)- ) >
J dv g%’wk.—;F (v,t)
msk gV

Nous allons utiliser (II.14) pour aboutir & 1'équation cinétique
des ondes. On écrit d'abord :

D <sE(X,t).6E(X",t)> = <ZE(X,t) SE(X',t1)>
(I11.15)
+ <B(X,t) . 8B (X! ,t)>

En prenant la dérivée partielle par rapport au temps sur 1'équa-
tion (I1.2)+ ce qui donne, compte-tenu de 1'&quation de Vlasov,
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div ——a?(x t) = - ] dmeg I dVVS F  (X,V,t) (11 .16)
S

En substituant (II.16) dans (II.15) et en faisant une analyse
de Fourier sur 1'équation résultante, on obtient :

-+ + . >
§%<5fi,w-553,w>= -4 g es{J dv(V.GE%,m)Gfi,ms(v,t)
g [ dV(?.GEK,w)afﬁ’ws(V,t)} : (11.17)
Comme on a sz = -1E¢E,6E§ = -1§¢% et ¢§ = ¢_¢ ainsi que
6fp = 6f_p, 1'équation (II.17) devient :
21z (t) s (0)s 3. .. (hmel
= -2 Re ] J a9k ) o)k 2 (3, t)( )rgt)
s v
e (11.18)
2 B =+ 93
= -zyi(t)Rew z4ﬂ(%r) I dvgﬁ?&k.—:Fs(V,t)
3 S :RY
A 1'aide de (II.14), (II.18) s'écrit :
3 . L
§€Iz(t) = ZIK(t)Rewl[cQ (?,w,t) - 1]
(11.19)
= a3t (e)1p(t)
ou y%L(t) peut étre déterminé d'aprés la relation
oL Ich (K,ug,t)
Y (t) (I11.20)

~2ger (K, up,t)
Wi

et wp est donné par la solution de 1'équation RegQL(k,m ,t) = 0.

L'ensemble des équations (II.12), (II.12.a) et (I1.19)
constitue 1e systéme fondamental qui décrit 1'évolution de la
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FDM ainsi que 1'évolution du champ électrique de fagcon auto-
consistante dans le cadre de la théorie quasi-linéaire (QL).

On souligne que 1'équation de diffusion pour la FDM
peut étre obtenue aussi en utilisant des méthodes diagrammati-
ques pour resommer une partie des termes séculaires dans le
développement (I.14). Ce que nous allons présenter dans le pa-
ragraphe suivant.

II.f. METHODE DIAGRAMMATIQUE

Dans le développement donné par (I.14), on peut écrire
?&") en terme de fo’ symboliquement,

?é"i - (¥ jE,...E)fy, E; v g 2 " (11.21)

n L
et la série ) fé i, figurant dans (I.4.b), s'écrit
n=1 ’

(n) _ Ny
o ® Bf, + BB, f, + EJE,ESF, + ... . (11.22)

Y, -

)
k> n=1

Nous introduisons & présent une représentation diagramma-
tique pour (II1.22) comme suit : on désigne une ligne verticale

o - - .
fléchée correspondant a Ez’w : 4+ 3 4+ 8 Evf,w; o a 1'opérateur

j& et une ligne horizontale correspondant au propagateur géo&.

oV
Alors, on peut écrire (I11.22) sous forme de diagrammes

E->

[ Es
k,w l kl,[ﬂl I k2 ,wz
r¥—> = e f

f_+ - 2 o
koW 0) 0 o) 0 0 L
k g_I(E Qé_—%l gi(z-‘)lzl-_lzz L 20
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Dans 1'équation (II.23), la sommation sur les nombres
d'onde kn et les intégrales sur les fréquences mEn sont omises
pour alléger 1'écriture ; par exemple le second terme en (II.23)
est précédé par :

. 2 w+i6 m+152
o /I I

On sélectionne parmi les diagrammes constituant la série
des termes figurant dans (II.23), une classe de diagrammes tels
que le vecteur d'onde du champ de la 2n-iéme ligne est opposé a
celui de (2n+l)-iéme ligne qui la suit immédiatement sur sa droi-
te et que le vecteur d'onde du premier champ dans chaque diagram-
me est celui de 1a méme fluctuation en considération. La sous-
série retenue a cette approximation est illustrée par la figure
ci-dessous

f’i,wl B 01
Ho- f o+ f
>

ffz,wl
- $ ./\.,—Qf £ or 5 (11.24)

ol on a réuni ensemble, sous forme de boucle, les deux champs,
dits conjugués, ayant des vecteurs d'onde opposés. L'examen de
cette série montre clairement que la somme de tous les fragments
figurant @ droite de la ligne de champ fw,m représente la compo-
sante de Laplace w-w, de la partie homogéne (k = 0) de la fonc-
tion de distribution, ce que nous notons par F(w-wl,?) et dont

la représentation diagrammatique est :

0 - LN
Flu,v) = —f, + _Qfo + f % v

Oou encore



F(w,?) =—1f + __Q F(w-wl-wz,-\’;) (11.25.

Algébriquement, on écrit (II.24) et (I1.25.a) comme

" e 5
fiz,(ﬂ = - ﬁ[ 2‘” gS’U)J E+ “’1 B+ F(w wls_‘y) L] (11.24
eZ dwl dwz 5 (E.lzl,wlg-_lzl,wz)
- iwF(w,v) = f_ + —-
0 -ﬂ_]? k em 2m a+ _ -E >
1 \'} w wl-wz- 1.V
. a-’;- Fw-wy-0,,V) . (11.25
v

L'équation (II.2 5b) n'est autre que la transformée de
Laplace de 1'équation (II.12), et cela montre que la théorie QL
est de nature renormalisée.

L'équation (II.25.b), qui est analogue & celle de Dyson
[13], a é@té obtenue pour la premiére fois par Altshul et Karpman
[141].

De fagon équivalente, Galeev et al. [15] et Vedenov et al.

[9] ont employé des méthodes diagrammatiques pour aboutir a une
équation semblable a (II.12) dans laquelle la moyenne spatiale
est remplacée par la moyenne temporelle (voir aussi Wu [16], et

Drummond et Pines [17]).

On remarque que 1'effet du processus de renormalisation
part1e11e est porté sur 1' évolution de la partie moyenne, c'est-
d-dire sur la composante k = 0, de 1a fonction de distribution
(cf. (I1.25.a)). L'effet de renormalisation sur la composante
k # 0 fera 1'objet du chapitre III.

Nous discutons maintenant les conditions de validité du
systéme des équations quasi-Tinéaires.

.b)
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g. CONDITIONS DE VALIDITE

Avant de résumer les conditions de validité de la théorie

quasi-linéaire, nous donnerons une estimation pour les échelles

caractéristiques de i) 1'évolution de la FDM : Te

ainsi que 1. = (A|wﬁ-f.3|)'1.
On remarque que T

ii) 1'évolution du champ électrique : Tg -

' % =] D QL - = ]
D'aprés (I1I.12) et (II.19), on a T Y ey T 2 Y
F (AV)Z E k

c et 1 dépendent de la vitesse.

On peut, alors, postuler les conditions de validité en

utilisant les notions 1 _, Tg et Tp comme suit

(1)

(3)

c

Hypothése de turbulence faible : celle-ci consiste & supposer
que 1'énergie turbulente reste faible devant 1'énergie thermi-
que (électronique), soit la condition a << 1.

Hypothése de faible non-linéarité : comme on a délaissé le
second terme du second membre de 1'équation (II.4), ce qui
est équivalent a l1a condition 6f << _F. D'aprés (II.5) on a

T2ek|E|
§f = TE EE%EL F, ce qui exige — << 1, soit la condition
1/2
Tin << 1, ol Q = (SLELE) est la fréquence de piégeage d'une
particule dans une onde monochromatique de nombre d'onde carac-

téristique k.

Linéarité de 1'orbite : 1a condition pour que la modification

de 1'orbite des particules due au champ turbulent soit négli-
1/2

2
geable est <Lé§lw§¢m~ << 1, ol X représente la trajectoire
X
moyenne de la particule (X = 2n/k). Cela conduit a
1/2

{k2<(Ax)2>] << 1. Nous allons voir dans le chapitre suivant

que k2<(Ax)2> = 1494 - A

> c et Ta condition précédente est
ramenée & T Q" << 1. Cette condition est appelée "condition

de faible interaction entre ondes et particules". De par cet-
te hypothése, le troisiéme terme du membre de gauche de 1'équa-

tion (I1.4) a été négligé.
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(4) Fs 5% Tg

QL
- T 1 @
(5) Hypothése de markovianisation : Te ©F Tp BL 1.7 = —
(6v)
Dans le cas de la turbulence acoustique ionique,
IR arc(kvm)z.vi 3 vV, est égal a la vitesse de phase de

1'onde dans le cas des ions tandis qu'il est égal & la vites-
se thermique dans le cas des électrons. La condition T

<< T
4.4 ezlElzkz) .-y

c

méne donc & T.Q" << car q (kvm)4 = ( >
On remarque que les effets produits par les processus

non markoviens (cf. condition (5)) sont trés faibles par rapport

aux autres effets non-linéaires. On trouve que lorsque les condi-

tions (2) et (3) sont satisfaites, les conditions (1) et (5) se-

ront satisfaites aussi. Cela nous amé;eza résumer les conditions

Q

de validité de la théorie QL par a) o << 1

b) Te << Tpe

III.h, DISCUSSION GENERALE

Nous tenons & préciser que i) en effectuant la moyenne
statistique sur les ensembles, 1'équation (II.12) a été obtenue
comme une premiére approximation d'un développement perturbatif
ii) 1'emploi des méthodes diagrammatiques conduit & une équation
pour la moyenne spatiale de la fonction de distribution. Cette
gquation correspond au processus de resommation d'une partie des
diagrammes en (II.23) et elle est la convolution de 1'équation
(I1.12). Ce qui établit la correspondance entre la théorie basée
sur la resommation d'une série infinie des termes dans un déve-
loppement classique (appelée théorie renormalisée) et la théorie
statistique telle que nous 1'avons exposée dans le premier para-
graphe.
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CHAPITRE TII

THEORIES RENORMALISEES

ITT.a. INTRODUCTION

Comme nous avons souligné, dans le chapitre précédent,
que le schéma de perturbation usuel de la turbulence faible
habituelle est insuffisant. D'ol la nécessité de bitir une théo-
rie capable de décrire en particulier la turbulence acoustique
ionique, sans étre en contradiction avec les hypothéses de dé-
part. La premiére théorie de la turbulence forte a été élaborée
par Dupree en 1966 [18]. Cette théorie paraissait mystérieuse
jusqu'd 1969 ou elle a été corroborée par les travaux de Weins-
tock [19]. Ce dernier, & notre connaissance, a été le premier a
utiliser la technique du développement en cumulants en physique
des plasmas. Par cette méthode, i1 a pu retrouver 1'essentiel
des résultats de Dupree et c'est peut-étre 1a ou réside 1'impor-
tance de ces travaux. Aussi, il a pu cerner le domaine de 1'ap-
plicabilité de la théorie de Dupree, lequel s'exprime par
Te < Tps OU Tp est le temps requis pour qu'une particule se dif-
fuse sur une longueur d'onde caractéristique 2n/k et sera déter-
miné plus tard (en fonction de k).

Par une méthode d'approche différente, Rudakov et
Tsytovich [20] ont montré que les particules du plasma sont
diffusées par des "quasi-particules" (plasmons ou phonons) avec
une fréquence Y associée & ce processus. Cette fréquence, appe-
lée “fréquence de collision turbulente", est une fonction de
1'énergie turbulente. Comme conséquence, la résonance, au lieu

d'étre décrite par la condftion'wﬁ -kK.V = 0, se trouve élargie

-
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et décrite par IwF = ?.V|‘:vk (=161) conformément avec les résul-
tats obtenus par la théorie de Dupree-Weinstock.

En effet, dans un plasma turbulent, une particule réson-
nante de vitesse V subit d'un changement de vitesse AV, elle
résonne encore tant que |A3| < Vv /ke Pour une particule réson-
nzﬂte, on a |V| = vphase et 1finéga1ité précédente méne donc a
(WF)Wgr - Vphasel < uk/k, ol Ak est 1a Targeur spectrale et

Vgr = est la vitesse de groupe. La condition précédente, qui
est la condition d'élargissement de résonance, est satisfaite
dans le cas de la turbulence acoustique ionique car on a

|V . =V |
gr phase! | kzkg << 1 quelle que soit la largeur spectrale

phase
Ak. Dans le cas de la turbulence 3@ haute fréquence (turbulence
de Langmuir) ol Vgr << Vphase’ la condition d'élargissement de
résonance n'est probablement pas satisfaite (voir Peyraud et

Coste, Rolland,et Pesme [21]).

On se posera la question : la théorie de 1a turbulence
forte permet-elle de lever les difficultés rencontrées en turbu-
lence acoustique ionique ? C'est 1a précisément le but que nous
cherchons a éclaircir dans ce travail. Cette question précise
sera abordée dans la seconde partie de notre thése et nous nous
concentrons dans ce chapitre & &laborer un outil mathématique en

vue de ces applications ultérieurement exposées.
Le plan ce ce chapitre est le suivant

Dans le premier paragraphe nous introduisons 1a notion de
la perturbation des orbites avec son corollaire 1'élargissement
de résonance. A ce sujet, nous avons adopté la présentation de
Birmingham et Bornatici [22] au lieu de celle de Dupree-Weinstock

dans le but de donner une clarté a notre exposé. L'équation de
fermeture sera établie dans le second paragraphe.

Dans le troisiéme paragraphe nous présentons une alterna-
tive & la méthode précédente, reposant sur la sommation des dia-
grammes. L'intérét de cette méthode réside dans le fait qu'elle

'
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montre que la théorie en question est de nature renormalisée et
en méme temps elle permet d'introduire le concept de la colli-
sion turbulente, celle de Rudakov et Tsytovich.

Dans le paragraphe (III.f), nous montrons quelles sont
les modifications de la partie fluctuante (K # 0) de 1a fonction
de distribution (et par conséquent la modification de la fonction
de résonance) compte tenu des effets non-markoviens.

III.b, APPROCHE STATISTIQUE DE LA THEORIE DE TURBULENCE FORTE

Nous reconsidérons le systéme des équations (couplées)
relativesaux parties moyenne et fluctuante de la fonction de dis-
tribution,donné par les équations (II1.3) et (II.4), que nous
réécrivons comme

) +> 3 ) e )
S+ VL )F = - SeBL st (I11.1)
(at X L
et
9 + 3 e 9 e oF e P
24V, maﬁ._*)éf = - S5g 3F L e sF 244, (111.2)
(Bt ax ™ 3y =""gg M v

Nous allons calculer la partie fluctuante en résolvant 1'équation
(III.2) en omettant le terme non-linéaire figurant au second mem-
bre car celui-ci est une quantité moyenne et ne peut donc pas
fournir une composante fluctuante. Grice 3 cette simplification,
1'équation (III.2) peut alors s'intégrer formellement par la mé-
thode des caractéristiques et donne la solution sous la forme

t

sF(X,V,t) = -2 l dt'df(i(t'),t').av(ilyF(i(t'),v(t'),t'),(III.3)

ol ;(t') et V(t‘) sont les caractéristiques (ou orbites) exactes,
contenant q1'effet du champ turbulent, et sont régies par les équa-
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tions de la dynamique des particules

() L geey, dED %5E(§(t'),t') , (111.4)

et aussi satisfaisant aux conditions "finales" i(t'=t) = X et

3(t'=t) = Vv. Celles-ci peuvent s'intégrer formellement et don-
nent

]

X(t-1) = X-TV + AX(t-T1)

V(t-T) = V + AV(t-1), T = t-t' , (II1.5)

ol AX et AV désignent les déviations par rapport aux trajectoires
libres et sont données par

T

p

AV(t-1)

3|m

dr'af(i(t-T'),t-T')

0
T
AX(t-1)

]}
3|m

dr'(r-T')aE(i(t-T'),t-r') (I11.6)

En substituant la solution (III.3) dans (III.1) et en faisant
1'hypothése habituelle de markovianisation : la fonction F est
décorrélée de son histoire antérieure (@ montrer plus tard) ; on
peut mettre 1'équation résultante sous la forme d'une équation de
diffusion (ol désormais on s'intéresse au cas ol F est homogéne)

d e, 9 ®R,> ?
F(v,t) = =.D"(v,t).—=F (T1L.7)
ot 3V X1
avec
2 t>
BR(V.t) = EZ-J dT<aE(§,t)aE(§(t-r),t-r)> (I111.7.a)
m
0

La méthode standard consiste a décomposer le champ électrique sur
ses composantes de Fourier, lesquelles ont une phase supposée dis-
tribuée au hasard. Dans la moyenne sur les phases, on suppose en

plus que la partie dépendante de 1'orbite se découple du reste, ce
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hod

qui permet d'écrire le tenseur D" sous la forme

t

o KK [ arcop(ere_gle-ryset (@

D=“"2
n?

dans lequel 1'effet de la modification de la trajectoire se mani-
feste & travers la fonction <exp i?.A?(t-r)> que nous désignons
sous le nom de "fonction d'orbite moyenne", sur laquelle nous re-
viendrons plus loin.

Parallélement, on a pour la composante de Fourier k de la
fluctuation, obtenue a partir de (III.3), avec 1'hypothése de
Markovianisation usuelle,

ot i(w, -K.V) +iK.a%(t-1)
&f k’w»(v t) = e J dTﬁEE(t-T)e
0
3 > .
- — F(v,t) (I11.9)
av

Si Ta partie due & la modification de 1'orbite, a savoir

exp if.AI, dans cette formule était redéveloppée en série de puis-
sance, on retrouverait le formalisme de la turbulence faible habi-
tuelle. Ici, on veut s'affranchir du cadre habituel et on cherche
alors une méthode de convergence plus rapide en développant 1la
fonction en considération non plus en série autour de un mais en
série de Taylor autour de sa valeur moyenne. Méme si la modifica-
tion induite par le champ turbulent sur la fonction de distribu-
tion moyenne (cf. III.7) est négligeable, 1'approximation 1a plus
basse dans le cadre renormalisé donne alors pour la partie fluc-
tuante

L i(wg-k. V)T -iK.AX(t-T) 5
§f N (v t) = e J drdfi(t-r)e <e il v, t).
'YK oV
{1 XY .- 10)

En adoptant une variation lente pour le champ électrique
= E

. J Yp(t')dt!
H ~ st 0 R : b 3 .
6B, (t) = ¢ E(O)e s on peut inclure 1'incrément Yy dans
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la fréquence qui est maintenant complexe et réécrire (III.10)
comme

> e R P
§fg u(Vst) = -5 QK,MGEI(t)-EEF(3,t) , (I11.11)
avec
R o i(w-k.v)T__ik.AX(t
Ko © J 2F & Vel Ax(toT), (IT11.11.a)
0
R

16 gﬁ’w désigne la fonction de résonance renormalisée, dans la-
quelle figure la fonction d'orbite moyenne. Cette derniére reflé-
te la modification de la trajectoire des particules dues & la dif-
fusion par les ondes autour de la trajectoire libre.

Les expressions (III.8) et (III.1l.a) pour le tenseur de
diffusion (renormalisé) ﬁR ainsi que pour la fonction de réso-
nance renormaliseée gé’w sont implicites et nécessitent la connais-
sance de la fonction d'orbite moyenne. Jusqu'@ présent on ne dis-
pose pas de méthodes exactes pour la calculer et nous donnerons
dans le paragraphe suivant le calcul approché de cette fonction.

III.b.1. CALCUL DE LA FONCTION D'ORBITE MOYENNE

Le probléme que nous considérons dans ce paragraphe concer-
ne le calcul de la moyenne d'une fonction stochastique de la forme
<exp(X)> (dans laquelle X désigne 1la quantité stochastique), en
1'occurrence X = if.A?(t-r). Nous présentons ici 1'approche don-
née par Weinstock reposant sur la technique de développement en
cumulants, dont le principe peut &tre décrit de la maniére sui-
vante

On considére une fonction génératrice telle que
b(r) = <e™s

qui donne notre fonction pour A = 1. La méthode commune consiste

a exprimer 1'exponentielle en série de puissances de X avant
d'effectuer la moyenne, ce qui donne le résultat sous la forme



TN Zo -, (I11.12)

o u, = <x"> désigne le moment d'ordre n. Une variante a cette
méthode dont le but est d'accélérer la convergence consiste a
développer la fonction en question sous la forme

= Al
¥(x) = exp (ni —ﬁTﬂ) . (111.13)

ol la série de puissances figure dans 1'argument d'une fonction
exponentielle méme et le coefficient C,» qui reste & déterminer,
s'appelle le cumulant d'ordre n. En prenant les logarithmes de
(III.12) et (III.13) et en identifiant les mémes puissances en X
des deux développements, on peut en principe exprimer tous les
cumulants en termes des moments d'ordre &gal ou inférieur. Nous
donnons ci-dessous 1'expression des premiers cumulants

Cp =

Co = wp 7 Mg

C3 = g - 3upup + 23

Cq = mg = Bugup - 3ub + 12“2“% - 6u]

Ce qui a motivé ce nouveau développement est que pour un
processus gaussien, les cumulants d'ordre supérieur ou égal a
trois sont nuls, (ici le processus aléatoire est supposé quasi-
gaussien). C'est pour cette raison que nous gardons seulement

les deux premiers cumulants dans le calcul de 1la fonction d'orbite
et nous avons

T 4 3 e s 2
celk-aX(t-m), eXP{i<k°Ax(t'T)> i %[<(k'ﬂx(t-1)) ”

: <K.A;(t-T)>2]}.A (111.14)



35

Le critére de convergence d'un tel développement a été
étudié par Van Kampen [23] et Fox [24] et s'écrit, ici,
|<?.A§(t-r)>| < 1, autrement dit, la déviation dans la position
de la particule doit étre inférieure @ 1a longueur d'onde carac-
téristique 2x/k. On montrera plus tard que cette condition coin-

cide avec la condition 1 < Tp*

Revenons maintenant a (III.14) et nous commengons par
évaluer le second moment qui s'écrit en utilisant (III.6),

2 2zt T - N
<(E.A§(t-r)) > = & J dr’ [ dr"(t-1') (t-1")R.8(<",7").K (I11.15)
m
avec g g
') = <at(§(t-r‘),t-r')si(i(t-r"),t-r")> (111.15.a)

Comme 1'intégrand de (III.15) est symétrique par rapport @ t' et
™, on a :

2 2 . T T ‘ = N
<(E.a§(t-1)) > = Z%r I dt' f dt'(t-t')(t-1")k. (7' ,7") .k (II1.16)
m
0 0
En faisant un chaﬁgement de variables : 1'-1" = 8, on peut écrire

(II1.16) sous la forme
T

g > @R > e
<(ﬁ.A§(t—T)) > = 2 J dT'(T-T')zk.DR(V,t;TV).k
)
T o N
42 f do' (t-t R FR(T,t51) R (111.17)
0
avec ) TI L
RV, t510) = & § KRUI, L (E) f do el (W' =K' V)Bpip.iig)  (111.17.9)
' e g o
et
- 2 Y 1 rl v)e '
PR(T,t30) = & § KR I (L) I 8do e VO (t;1's0), (111.17.b)
I 1 0
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M(t;t'30) = <eiK"[A;(t-TI)'A;(t”T'+e)]>

Considérons maintenant le premier terme de 1'exponentielle figu-
rant dans (III.14)

E
<K.a%(t-1)> = & f dT'(Tqu«i(i(t-r'),t-r').E>,
0

en utilisant un développement de Taylor pour la fonction &F au-
tour de 1'orbite libre et en ne retenant que le premier terme non
nul, on a

T
<k.ax(t-1)> = = J dr' (T-7')<AX(t-1') . 2K, 6B (X-V1',t-1')> (I111.18)
' 9 X
0

En substituant pour A?(t-T'),donné par (III.6), dans (III.18) fait

apparaitre en (III.18) (T'-T")<6€(§(t-T"),t-T").j%K.Sg(X;;ﬂ,tfrw>
X
et lorsqu'on transforme en Fourier "SE" on trouve que (t'-1")<...>

:-i§<...>. Compte tenu de ce détail, (III.18) peut s'écrire sous
av

la forme

T

<k A?( -T)> --J dTE{T=11 ) j%.ﬁR(V,t;T').E
oV

0

T
<
s J drt 2 PRV, 6500k, (I11.19)
av
0
*R

et DX et FN sont donnés par (II11.17.a) et (II1.17.b).

Pour pouvoir donner des expressions explicites pour
<Ax(t T)> et <(Ax(t-r))2>, qui ne contiennent pas AX & un temps
antérieur, on pose la fonction I = 1, c'est-a-dire qu'on coupe
le processus de renormalisation. Cela est possible tant qu'on
tient compte seulement des modes caractérisés par des vecteurs
d'onde k' qui ne sont pas au voisinage du mode Kk et puisque Tle
mode K satisfait & la condition lwﬁ-k v| < Vs on exige alors
que les modes k' satisfont & Iw* K'Y > v i+ Cette condition
détermine, en effet, le doma1qe de ﬁ', ol la variation de 1la
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fonction T de 1'unité est négligeable. On peut dans ce cas écrire
(I1T1.17.a) et (III.17.b) sous les formes

2 ! >
QaR ] ] ] i ' - ! v
R (V,ti1') = & ] KK () J do ' (0 =K"-V)0 111 20y
4 k'EQE. 0
"*R”‘. 62 > > X i 1 _|E' x
FR(VLtsT') = & 1 R'R'Ig(t) J ode el (®w'- V)8 (111.21)
m f'GQE. 0

et Q¢ = {?':[E-K'] > |k'[}. La définition de Q», provient de la
condition citée plus haut, qui exige d'écarter les modes k' sa-
tisfaisant a |k-k'| << |k|. De ces formules, on peut exprimer

les comportements limites des gR et ER pour T < T, et t > T. com-
me suit :
o o 2.3
S;T ) E'E'Iﬁa(t)(T - ka_-k 1 )% ), T<T
oy s m® K'€Qz 31 c
D (v,tsT) = k'
2
m AL 1 [ o o L
el R IR = TGy, o
kl
(I11.20.a)
2 2 4
e 1o T - 1T 2
7 kié N k'k I"f('n(t) 5 (UJ k'.v) —g-], ‘[’<’[c
2R > Iy Qg
Fo(v,tst) = > . el
. ) Kk p.p. —— = F (7 t] «» 1271
m? z'éoi. (w-k v)2 ’ ’

(111.21.a)

o «
En substituant les expressions des tenseurs DR et pe données par
(I11.20.a) et (III.21.a) dans les formules (III.17) et (I11.19);
les deux premiers moments de la déviation d'orbite sont donnés,

pour les limites = < t_ et T > T ., par:

Cc
2 5
e ] (RKk 21, () (0K .0), 1<
EoaE(tet)> - 602 K'€Qp . (111.22)
3 *0L, 3 FQL
- Iz-— ;:G*.DQ (-G,t) _E - T 8__‘;qu (Vst)'-l)(-’ T>TC
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et 2 4
€Ty (R.KN%1p.(t) —
4m f'EQ+ k £
> 2 k'
<(E.Ax(t-r)) 5 = (111.23)
LB, kT FU (L0 K, o

D'aprés les résultats précédents ((III.22) et (III.23)),
on trouve que le temps requis pour que ]<(A§.f)2>| = 1 est de
1'ordre de (kzDQL)'l/S, qui est d'ailleurs le temps de diffusion
des particules par les ondes dénoté par "TD". Alors les expres-
sions (111.22) et (III.23) sont valables tant que 1 < Tps ce qui
est la condition de validité de développement en cumulant.

Nous tenons @ souligner que les coefficients numériques
en (II1.22) et (III.23) sont identiques & ceux donnés par Gupta
[25] alors qu'ils sont différents de ceux donnés par Birmingham
et Bornatici [22] (éq. 28). Cette différence provient du fait que
ces derniers auteurs ont négligé le terme ?R(V,t;r).

ITI.b.2. FONCTION DE RESONANCE RENORMALISEE

Les formules (III.22) et (III.23) montrent que les deux
premiers moments de AX sont, tous les deux, quadratiques par
rapport au champ électrique, ce qui nous permet de négliger le
dernier terme dans la formule (III.14). En substituant (I11.17)

et (III.19) dans (III.14) et puis dans (III.ll.a), on obtient la
fonction g% 0

T
<
; i w-?.$ﬁ*1[ dr'(t-t') 2.0R(V, 510K
R ) . av
gr’w = J dt e
0
T X
. @
-1I dt’ %.FR(V,t;T').TZ-[ dt' (t-t ") k. BRW, t51') K
v
X 0 0

e

T .
-J dT'(T-TWE.?R(v,t;T').E
e ©

X

(111.24)
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en “R i 3
et D" et F" sont respectivement donnés par (I11.20.a) et

(111.21.a).

" Dans la théorie de Dupree-Weinstock, seul le terme conte-

nant DR (et qui est en gros proportionnel a T3) a été retenu,
et celui-ci a pour effet d'élargir le domaine de résonance aux
particules telles que |wz-K.V| < (K pR.5 13, ¢ iné ité

: k. < .D7.k) . Cette inégalite
définit, d'ailleurs, le domaine de validité de la fonction de
résonance donnée par (III.24). Dans le domaine dit "non-résonnant”

- i > ®@R 5. .1/3 ;

ol |wp- V| > (k.D".k)""7, on a en effet pour la fonction de
résonance,

oo

9}°) = f RICE SILN (111.25)
0

Pour illustrer 1'élargissement de résonance exprimé par
(III.24), nous représentons la partie réelle de la fonction de
résonance en retenant seulement le terme gR, considéré comme indé-
pendant de la vitesse, sur la figure (2), ol on observe que 1la
partie réelle de la fonction 9%, cesse d'avoir la forme d'une

fonction delta et posséde une largeur de 1'ordre de Av = (D/kfj3.
o - &
Ici, on suppose que DN est isotrope d'ou K.DYK = k2D.

IIl.c, EQUATION DE FERMETURE

Nous établissons, ici, 1'équation de fermeture du systéme
(I11.7) et (III.7.a) et nous considérons d'abord 1a relation de
dispersion.

III.c.1. RELATION DE DISPERSION

Nous venons de montrer que la partie fluctuante fo est
donnée, dans le cadre de la théorie de turbulence forte, par



T

m\lolxm mxne \ﬁ@\wu.@

cafl.
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w

en fonction de X
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(ITI.11). Lorsqu'on substitue (III.11) dans 1'équation de
Poisson, on obtient 1'équation

R (Ku,t)8Ep = 0,

(II1.26)
2
dre —
. 0 /> R
QR(E,m,t) =1-1i) --% [ dvk.—;F(v,t)gK’w
S msk v
ainsi que 1'équation cinétique d'onde qui s'écrit
& Tp(t) = 2vF(0)Ix(t) ,
' (I11.27)
R Imc (k,m »t)
Yﬁ(t) = -

= S(Res R (kup t))

L'équation (III1.27) constitue 1'équation de fermeture du systéme
(IT1.7) et (IIl.7.a), qui détermine 1'&volution de la FDM et du
champ électrique, dans le cadre de la théorie de turbulence for-
te, de fagon autocohérente.

III.d- CONDITIONS DE VALIDITE

Les cond1t1ons de validite de la théorie de turbulence
forte sont 1) o? (TZ/TD)<< 1 1ii) T << T 1i1) Tp << Tg-
Ces trois cond1t1ons se résument par une double condition

€L << .
Te 6 TE

Les corrections markoviennes qui résultent de garder les
variations de x(t T) et v(t T) dans la fonction F, ou qui pro-
vient de garder la variation de F pendant un temps court (de
1'ordre du temps de corrélation) ont &té, jusqu'a présent, né-
gligées dans notre étude. L'étude de ces corrections fera 1'ob-
jet du paragraphe (III.f).

Nous passons, maintenant, & 1a démonstration que la
théorie en question est de nature renormalisae.
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IIT.e. METHODE UTILISANT LA RESOMMATION DES DIAGRAMMES

Nous revenons a 1'équation (III.2) relative a la partie
fluctuante écrite sous la forme

et que nous résolvons par la méthode itérative en employant la
représentation diagrammatique déja exposée au chapitre précé-
dent. Parmi tous les diagrammes contribuant @ 1a composante de
Fourier k de la partie fluctuante, nous sélectionnons unique-
ment, & présent, ceux qui possédent un nombre impair de lignes
du champ et dont la (2n)-iéme ligne a un vecteur d'onde opposé
a celui de la (2n-1)-iéme ligne. Ces diagrammes se terminent
donc tous par une ligne de champ fr’ml et sont représentés dans
la série ci-dessous

E—E,U\Jl ET(' ,UJl E-E,(.Ul
=__——lF + F + —Q——Q‘lb‘ + ...
" 7 (o) o ,40)
Ksw k k (111.28)

soit encore

BEP e ™ _“__l F+ ———-44:::25 Gfﬁ,w (II1.28.a)

Algébriquement, cette équation s'écrit sous la forme

> > = ie 3
- = - 1e AE 1.29
(w-K.v + idg)8fy = aEK’w avF (11 )
2
- . e 3 dw' LOl P
vp = i, L e <6BEp, JSE », ,>.=
1 m? 2 %.J 2m gk_k',w-w' W -k'w 5
eol s (111.30)
= - ‘E e

av 83
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La solution de (III.29) se met sous la forme

+ls ] B 1
§f-> = - %J dv G-E’w(v,_\’; )SEE’M-R—I‘F(-\; st)s (IIT1.31)

o
g ounf |

Gy w(?,?') est la fonction de Green non-locale. Cette proprié-
non-locale refléte, en effet, les effets non-markoviens.

(o d
(3]}

Dans 1le cas o0 on remplace ———F(v st) par a-E»(V,t) dans
v’ vV
(ITI.31), c'est-a-dire qu'on néglige les effets non-markoviens

et qui est notre objectif & présent, ensuite on substitue dans
(II1.29), on obtient :

[ dv'(w - K.V + 1o¢)er’w(v,¢') = i (I11.32)

et on trouve que la fonction G+ (v v ') est proportionnelle a 1la
fonction §(V-v '), autrement d1t qu ‘elle est Tocale.

Maintenant, on pose 6y ,(V.V') = ¢ a(v V') et 1'équation

(III.32) est ramenée sous la forme
(w -k - i%-ﬁSL.ig)gi = i (111.33)
v

La résolution de 1'équation (III.33) ne peut évidemment pas se
faire dans le cas général sans préciser la dépendance en v du
tenseur DQL. Nous nous contentons de nous p]acer auprés de la

&
résonance w-kv = 0 et approximer le tenseur DQL et‘g = jL.D

k
av
par des quantités constantes et 1'équation & résoudre s'écrit

L 3 3 . a ' ;
w - K.V - 1DQ —_ — - 154.——)91 = i (II1.34)
( 3V 3V K av/ ko

En définissant la transformée de Fourier de la fonction gE i dans
1'espace des vitesses comme

of W(0) = | =y eTPg 3y, (111.35)
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et dans 1'hypothése d'un spectre quasi-isotrope ﬁ%L - Dk? . T est
le tenseur unité, 1'équation vérifiée par la fonction transfor-
mée est donc :

[w + ik go— + BB + ka(p§+pi)]gE,w(p) = i(2m)38(3) . (111.36)

ol les indices || et L se référent a la direction de k choisi le
long de 1'axe z. L'équation différentielle ordinaire précédente
s'intégre facilement et donne
3
3 D
2m) 5 P
E,wlPyPyxoPy) = { K 3(py)d(py) x exp{- —%El

+ Sy o(py ) (111.37)

i0p i(w'WPf)pu}
k
En substituant (III.37) dans (III.35), on trouve que 1'intégra-
tion sur les variables p, et Py est triviale anrs que 1'intégra-
tion sur Py subsiste et on obt1ent la fonction gi s qui est en
effet 1la fonction de résonance contenant 1'effet de 1'élargisse-

ment de résonance (en posant Py = kt) .
3,2
) # i(0-k. V) THigke? - TEop,
. * J dt e (IT1.38)
0

té donnée par Rudakov
On remarque, toute-

Une expression analogue pour'gk a
et Tsytovich [20], & T1' except1on du terme D
fois, que la comparaison de gﬁ . donné par (III 38) avec la fonc-
tion g%,w donnée par (III.24) montre que gf , &st une forme parti-
culiére de 9,0 &" représentant D (v t;t') et FR(v t;t') par leur
expression pour t' > o (cf. (I1II.20.a) et (III.21.a)). On note
aussi que le terme FQL(V t) qui apparaitrait en substituant
(IIl.21.a) dans (III.24) est déja contenu dans le terme Dk appa—
raissant dans (III.38) En effet si 1'on avait développé DQL {V,t)
autour de (w- -X. ¢) : E (v t) = ﬁQL - (w-K. v)FQL + ... et subst1tue
dans (III.34), on aurait dU obtenir des termes contenant FQL(V t)
dans (III.S%) exactement comme dans (IIT.24) (aprés avoir introduit

dedans (III.21.a)).

7!'- [l
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Plusieurs auteurs (Kono et Ichikawa [26], Thomson et Ben-
ford [27] et Choi et Horton [28]) ont obtenu, & tort comme nous
allons le montrer, une formule pour la fonction de résonance ana-
logue a (III.38) od le tenseur de diffusion quasi-linéaire est
remp1acé par le tenseur renormalisé. En effet, dans la série

(II1.28), on a négligé 1'ensemble des diagrammes

ol compte tenu de cet ensemble est équivalent & renormaliser le
propagateur gk?kl qui apparait dans Gﬁ (cf. (II1.30)). On réécrit
(IT1.28) avec 1'ensemble des diagrammes cités

Sy = ——JF+ (—-@o—lF+ ‘®—1F+ )

+(M¢LF+MF+“.)
s _lr+ h—JF+—@—@lF+... (I11.39)

ou encore
57, = ——tlF b o S (I11.40)
Algébriquement (III.40) s'écrit :
T .~R _ lg R
(0 = K.V + iV )efp o= - 5 af—g’w.ﬁ , (I11.40.a)
. 2 o+id
=R _ _ ie 0 dw' R 3
GAER D 3+.f Gty ot o ool o 2 (111.40.0)
K' v -0t av
- 9 /R
—JE- T L -
oAV av
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(=]
7¢+:U

1 -1
T = (9%0%- * 1v } (III.40.c)

On remarque qu'on ne peut pas appliquer la technique em-
ployée précédemment pour résoudre le systéme des équations
(ITI1.40.a)-(III.4.c) puisqu'ici le tenseur ﬁR est un opérateur.
Par conséquent, on ne peut pas obtenir une formule pour gg’w, ana-
logue a celle donnée par (III.38), a8 partir du systéme des équa-
tions (III.40.a)-(III.40.c) (comme i1 a é€té donné dans les réfé-

rences [26-28]).

ITI.f. EFFETS NON-MARKOVIENS

Dans ce paragraphe nous tenons compte des termes non-mar-
koviens négligés dans les paragraphes (III.b) (cf. (III.3) et
(I11.7)) et (III.e) (cf. (III.31) et (III.32)), et montrons Ta
contribution de ces termes & la partie fluctuante de T1a fonction
de distribution ainsi qu'a la fonction de résonance. Des théories
plus sophistiquées, destinées & ce probléme ont @té formulées par
Misguich et Balescu [29], et Pelletier et Pomot [30] (voir aussi
Catto [31]). Mais, ici, on continue 1'exposé développé dans le
paragraphe précédent. Dans 1la so]ut1on (ITI.31) de 1'équation
(II1.30), on conserve dans ce cas -—u(v ,t) et lorsqu'on reporte

(II1.31) dans (III.28), on obtient 1 équation

1 . 7 1 9 >,
J dv (m-z.vmk)a*k»,m(v,v )sEk.-ﬁTF(v 4
(II1.41)
i j 4V (V-V')6Ep. —oF (V' 1)
av
. . . >y ) ] s skl
On introduit la fonction ?(v st) = —F(v',t) et en définissant
ov'

la transformée de Fourier de la fonction ?(?',t)

T - J?EE;— V3 Gy (111.42)
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on peut écrire 1'équation (III.31) sous la forme

sl
(0-K.¥ + 19, )Gy (Vsp') = ie'P -V . (I11.43)
On définit de plus la transformée de Fourier du propagateur
; GK o Par rapport a v et en utilisant la méme méthode qu'au para-
gréphe précédent, on obtient :

-

O I : | : 3 =
[m . 1kag[ + BB+ 1nk(pf+pf)]ﬁi’w(p,3_) = i(2m) 3 (PP )(111.44)
Cette équation s'intégre facilement et donne :

U W (BsB") = (2m)%0(p, b} )8 (PP L) 8(PyP))

in (1w-D,p?)

L-pi%) + 1n§(pf—pﬁ2) o (py-py)

D
oof- %0
Dy
+ (P, #py) (P } (111.45)

Le propagateur GK w(?,?') s'obtient maintenant en substituant
]
dans la formule liant la transformée de Fourier EE " a la fonc-

]

tion originale Gﬁ,m

o, dp_ _dp'_ i(B.V-p V)N, (22,
(Viv') JJ 2y Tami? e ak’w(p,p )(111.46)

6% ,w

Dans (III.46), 1'intégration sur les variables Py> py, p; et p§
est triviale alors que 1'intégration sur les variables P et pﬁ

nécessite le changement de variables

Pp - Py = kT,

p" + pl = ky ,

lequel permet d'effectuer 1'intégrale sur y tandis que 1'intégrale
sur T reste. Le résultat de cette opération s'écrit :
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= _ d k n >
k,w(ng ) = i zz;a%;jY? EXP{‘ 17 + 1(M“K-V)T

> " Z
> -
e T (v-v +5T)
i (v2v )T, o k } . (111.47)
et on voit que la fonction de Green n'est pas locale dans 1'espace
des vitesses, c'est-a-dire qu'elle n'est pas proportionnelle & 1la
fonction G(V-V'). Cela provient du fait qu'on tient compte de 1'ef-
fet non-markovien.

ITII.f.1. COMPARAISON AVEC LA THEORIE STATISTIQUE DE LA
TURBULENCE FORTE

Nous voulons montrer,ici, que les termes non-markoviens,
apparaissant dans (III.47), peuvent étre obtenus aussi par la
théorie statistique de la turbulence forte, que nous avons déve-
loppée dans le paragraphe III.b.

D'abord, on reporte 1'expression (III.47) pour la fonction
de Green dans (III.31)et a 1'aide de (III1.42) on peut effectuer
1'intégrale sur la variable V' et on obtient :

2.3
k Dt . > >
L P SRR B gl Ee R
Ksw ~ m ") 2m 70
'1k 6 2+ka TZ-p D T+1§ ﬁn
e cz e K (111.48)
Si la dépendance en p  (associé a D, et Dy) dans 1'exponen-

tielle était ignorée, on retrouverait le résultat du paragraphe
III.b pour la fonction de résonance et la partie fluctuante de 1la
fonction de distribution. Ces termes supplémentaires proviennent
des effets non-markoviens. Autrement dit, ils correspondent aux
corrélations position-vitesse et vitesse-vitesse, compte tenu de
la variation de v' = V(t') dans la fonction F (cf. (III.31) ou

(111.3)).
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Maintenant, revenons a (III.3). Considérons la fonction F

homogéne et en faisant une analyse de Fourier pour la fonction
oF

>
ov'

moyenne, ce qui donne pour la transformée de Fourier &fp "
L]

selon (II1.42) puis approcher la partie stochastique par sa

e dp > > i(w-K.V)t+ip.V
- B [ EE;%§ 5t Vo (P) f dt e

o
*,
¥
I

0

ce K AX(t-T)+iP.AV(t-T), (111.49)

En employant a nouveau la technique du cumulant, comme dans la
section III.b.1 (voir aussi Misguich et Balescu [32]), on a
donc & calculer les quantités <A§(t-t)>, <A7(t-r)>, <A§(t-T)A§(t.T)>,
<AV(t-T)AV(t-T)> et <AX(t-T)AV(t-1)>. Les moments de AX ont déja
été calculés dans la section III.b.1, alors que les moments de AV

. - - - - . -+ 9> -
ainsi que la corrélation espace-vitesse, soit <AXAv>, peuvent étre
calculés de 1a méme fagon et on obtient :

<A3> = T j% Tr EQL
ov
=
<avavs = 209t g (111.50)
<A§AV> = SQer . T > 1T

ce qui donne précisément le résultat donné par (III.48).

IIT.g. CONCLUSIONS

Nous résumons ici les conclusions importantes sur les ré-
sultats obtenus dans ce chapitre par
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- Puisqu'en utilisant la méthode de resommation de diagrammes,
on a pu aboutir aux mémes résultats (pour la fonction de réso-
nance ainsi que pour la fonction de distribution) que ceux obte-
nus par la théorie (statistique) de la turbulence forte, alors
cela montre que la théorie en question est de nature renormali-
sée.

- Le résultat donné par la formule (III.48), tenant compte des
effets non-markoviens, peut s'interpréter comme celui donné par
la théorie renormalisée en considérant des corrélations espace-
vitesse.

- En gros, dans le cadre de la théorie de turbulence forte, la
P . —_— R i + @R =+ .1/3
résonance est élargie selon 1'inégalité |wp-k.v| < (k.D".k)™"~,
et cette condition définit le domaine de validité de la fonction
de résonance "dite renormalisée"”.

I11.h. CONSERVATION DU NOMBRE TOTAL DES PARTICULES. DE L'ENERGIE
ET DE LA QUANTITE DE MOUVEMENT

Nous montrons,ici, que le systéme des &quations qui déter-
mine 1'évolution de la FDM et 1'instabilité, obtenu soit dans le
cadre de la théorie QL (cf. (II.12), (II.12.a) et (I1I.19)), soit
dans le cadre de l1a théorie renormalisée (cf. (III.7), (II1.8) et
(I11.27)), satisfait aux lois de conservation du nombre total des
particules, de 1'énergie et de la quantiteé de mouvement.

Nous montrons cela indépendamment de la forme particuliére
de la fonction de résonance.

III.h.l. CONSERVATION DU NOMBRE TOTAL DES PARTICULES

L'équation qui détermine 1'évolution de la FDM est de type
"gquation de diffusion"
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Fo(Vot), s = e,i (I11.51)

- o B " - E 0L 2R
ou, ici, D(v,t) peut étre représenté par D ou D".

En intégrant 1'équation (III.51) sur la vitesse, on a

dng(t) ¢, 4 _—_ [ a2y F 111.52
e =I dv 3T S(V,t) = j v EE'D(V’t) g;' (V t). ( -52)

et le Membre de droite de (III.52) donne zéro du fait que
F(t~,t) = 0, et on aboutit a

ns(t) = const = n s = e,i, (III.52.a)

0’

oll ns(t) désigne le nombre total des particules en considération.

III.h.2, CONSERVATION DE L'ENERGIE TOTALE (des particules

et des ondes créées dans les plasmas)

On définit, d'abord, 1a densité d'énergie associée a un
nombre des quasi- part1cu1es (plasmons ou phonons) Ny par
NE = Npwp 5 N+ = 3*1 (t)a ERer:(k S0y »t). On commence par considérer

la variation de 1'énergie cinétique totale des particules

3F_(V,t)
mg J v ¥, (111.53)

d 1
dt g Ks z

w0~

ol & T'aide de 1'équation de diffusion (III.51), (III.53) devient:

5% ] Kg ==} mg J dv v D (V,t). —-F (v t) . (I11.54)
s X1

b S S : g
Dy(v,t) KIz(t)Re 9. (I11.55)

]
7¢] N’U‘l n

LK
K

et encore, ici, 9t qui est la fonction de résonance peut étre
s .

3
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2 « Y :
remplacée soit par gé l soit par gE w: EN substituant (III.55)
3 9
dans (III.54), on obtient :

2
2
7K ] %3 J dV(k.V)Re g» Iz(t)K.2F(V.t I111.56
ts s Mg z kyuk X Al : )
8F
Maintenant, on multiplie (III.33) (ou (III.40.a)) par K. —:7 et
oV

en intégrant sur la vitesse (& présent on considére (III.33)), on
obtient

oF
J d?mzi.:ﬁ$(v,t)g+ - j K.VE.?%FS(V,t)gK,w:dV (I111.57)
\'

Alors, & 1'aide de (III.57), (III.56) s'écrit

d K
4 E ] § _s ] dlupRe g it k(t)k i ((V,t) (111.58)

A 1'aide de 1'équation cinétique des ondes, (III.58) devient

BRe:‘;(k,w t){k
K. = - Yz(t)Iz(t)wp )
t g 3 % () Ip(t)ug dug \ &m
== 3 (g%NE)Qﬁ’ (111.59)
[3

d'ol, on obtient 1a loi de conservation de 1'énergie totale

NKME] = 0 (I11.60)
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III.h.3. CONSERVATION DE LA QUANTITE DE MOUVEMENT

Par 1a méme téchnique employée en III.h.2, on peut montrer
que

-3
AR NEE] =0 , (III.61)
s [4

ou ﬁs = [ dVVFS(V,t) désigne la quantité de mouvement pour une
espéce de particules "s", s = e,i.
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CHAPITRE 1

EFFET DU MECANISME DE L‘ELARGISSEMENT DE RESONANCE

Dans 1a premiére partie (premier chapitre), nous avons
abordé la question de saturation de 1'instabilité acoustique
ionique par 1'effet Landau non-linéaire dd & 1'interaction du
mode de battement formé par deux modes résonnants avec les par-
ticules (ions et électrons). Nous avons montré que cet effet ne
constitue pas un mécanisme de saturation plausible de 1'instabi-
lité et que l1a théorie de 1a turbulence faible n'est pas cohéren-
te, en ce sens que la série de perturbation peut méme diverger
dans la limite des faibles niveaux d'énergie (a << 1).

Nous sommes amenés donc & considérer 1'effet associé au
processus de renormalisation de 1'interaction entre modes et
particules sur 1'instabilité acoustique ionique. On procéde par
1'étude du mécanisme de 1'élargissement de résonance qui entraine
1'emploi de la fonction de résonance renormalisée. On remarque,
dans cette fonction, que la modification de 1'orbite de particule
se manifeste par <k.A%> ainsi que par <(K.A§)Z>; et ce dernier
terme qui apparait dans une exponentielle (cf. (III.11.a)) acceée-
lTére la convergence de 1'intégrale sur tv. En outre, puisque 1la
fonction de résonance renormalisée ne se comporte pas comme la
fonction delta, on s'attend & ce que le taux d'amortissement dii
aux ions soit augmenté. Nous allons montrer celd dans le sous-
chapitre (l.a), en considérant aussi le cas des électrons.
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l.a, EFFET D'AMORTISSEMENT DU A L'ELARGISSEMENT DE RESONANCE

Pour étudier 1'effet associé a 1'élargissement de résonance
sur 1'évolution de 1'instabilité acoustique ionique, générée par
un courant de dérive électronique, nous nous servons du systéme
des équations qui décrit 1'évolution de la fonction de distribu-
tion moyenne et de 1'instabilité établie dans le cadre de la théo-
rie renormalisée (cf; (I11.7), (I11.8) et (III.27)). On se contente,
ici, de supposer que la fonction de distribution moyenne est gelée
au cours de 1'évolution de 1'instabilité. Ce qui nous permet,
d'une part d' approcher cette fonction, partout, par sa valeur ini-
tiale dans le calcul de la fonction diélectrique (k,w t) et d'au-
tre part de nous limiter & considérer uniquement 1'équation ciné-
tique des ondes. Nous verrons auxchapitres suivants que 1'hypothé-
se invoquée n'est plus valable lorsque 1'énergie turbulente atteint
un niveau fini tout en restant petit devant 1'unité.

Nous reconsidérons 1'équation cinétique des ondes, dans la-
quelle figure le taux d'amortissement et qui s'exprime, dans le
cadre de la théorie renormalisée, par :

YE(t) = Yge(t) + Y%i(t) ’ (1.1)
R
Im g (E:w st)
YEs () — KE ‘ (1.2)
§EERec (Krug,t)
2
4me
QR =1+ QR + cB =1-1} ; [ dv k.jEFS(V,o) x
” e ! g msk % vV
-+ +> > 1 /> .= 2 (1-3)
[ dt exp i(w-k.v)T+i<k.Ax(t- T) = (k.Ax(t-T)) >
0

et les fonctions d'orbites sont données par (III.22) et (I11.23).

Dans (I.3), la contribution & 1'intégration sur t provient
des petites va]eurs de T (t < 71 ) car 1'intégrand décroit rap1de-
ment (comme e -k*Dt” ) pour les grandes valeurs de t (1 >> T¢)-
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se contente alors de substituer pour les fonctions d'orbites
par leur expression pour T < T, soit

<(E.A§(t-r))2> AR S (1.4)
t A% 5.5
<k.Ax(t-1)> = AkT s T < To s (I.5)
. & I (K.KN)%I2,(t) (1.4.a)
Vk—m+ . k' s Ja.
k'EQt.
2
= T T 1 2 ' !
A} = 53*2 I (KRR I (t) (k) (1.5.a)
" %'eQr
kl
et Qp, = {K':[E-E'I 31?‘[} définit le domaine od k' ne se situe

pas au voisinage de [ (cf. chapitre précédent). D'aprés (I.5.a),
on remarque que lAE[ = vﬁA|w-ﬁ.7| d'ol ITSAﬁI = T4v:(A|w-K.VIT),
ce qui implique que

K. AX(t-1)| < |(K.A§(t-r))2|,

tant que 1 < T Dans ce qui suit, le terme i<k.AX> sera délaissé
puisqu'@tant imaginaire, il correspond seulement @ une modifica-
tion de la fréquence du mode par le champ électrique turbulent.
Cette modification est de 1'ordre de Aw/w ~ AIm-E.Vlﬁgll4 APEY

De plus, afin de faire une étude analytique propre, dans
(I.3) nous remplagons le facteur vﬁ14 par virz comme dans les
travaux de Sleeper et al. [33], Wesson et Sykes [34], et Tu
Khiet [35]. L'expression (I.3) s'écrit :
: z 2
dre 1(m—E.3)T-v T
J dvk.>F_(¥,0) [ dre ks ™
m k2
S 0

R(Rwp,t) = 1 -4
S
(1.6)

et v & est donné par (I.4.a), od 1orsqg'on convertit la somme
]

en intégrale selon dk

I.'il_'f('lzkl (21T)
spectre quasi-isotrope, on a ;

R

sur

et en supposant un
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. TS i 4 ol 3
Yy = =T {f dk'k b (1) + 5 J dk'k'4ak.(t)(1 i (ﬁfT) )} )
S 21, (t) .
a (t) = "g;§??‘ (1.7)
e

I.a.l. CALCUL DE LA PARTIE REELLE DE LA FONCTION DIELECTRIQUE
RENORMALISEE

D'aprés (I1.6) on a, pour la partie réelle de cs(ﬁ,m,t)
(225 (Rou,0)),

2 w 2 2
w -V T
ReCE(E,w,a) = ;iff f d?E.i%Fs(3,0) J dt sin(w-K.V)te ks
0 0 (1.8)

Lorsqu'on effectue 1'intégrale sur Vv par parties et substi-
tue pour FS(V), s = e,i par leur expression donnée par (I.1) et
(1.2) (partie I), on obtient :

il il
R 2 dv e VY > > 'inTZ
Re;i = mpi f I tdt cos(w=-k.v)Te s (1 8.8)
/o3 v? 0
i
il
R 2 dw e WY il 'UieTz
Ret,‘.e = wpe I I Tdt cos(ﬂﬁ-k.w)re sl.1 «B=bi)

ol on a écrit w = V-U et RK = w-K.U. On effectue les intégrales
-+ -+ - - = .

sur v et sur w dans le systéme de coordonnées sphériques dans

lequel le vecteur k est choisi le long de 1'axe Z, alors (I.8.a)

et (I.8.b) sont ramenés a :

R “21 2., (B
BREi = 7 2 Biz'(7r)’
w
R wze 2..(Be\
Rech = - RS g Z'( , (1.9)
e e 2°)
49%
Q>
_ w k
B1 - 2

B! B =
2.2 172
A R O
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et Z(x) est la fonction de dispersion. Comme on a B? #x 1 et
Bg << 1, on peut utiliser les expressions limites de la fonction
Z(x) (cf. (1.8.a) et (I.8.b) partie I) et on obtient pour la par-

tie réelle le résultat :

2
R . “pi 6
Rezy = - _%T(l + _ﬁ)
w Bi
) ) (I.10)
Re R . EEE 82 1 + ES)
te © 292 e 2 )’
k
et donc 1'é@quation RecR(K,w,t) = 0 méne &
w,(a) K.u>o0
w-lz i 3 > >
—wk(a) k.U < 0 s (I.].I)
w (o) = “’k(l - -‘%Ea”z + O(a)) 5
kv kC
ol on a utilisé Viga © £ a1/4 et Vi = e S, a1/4 ; a est le
4/?1_ 476

rapport des énergies.

La déviation.par. rapport au résultat classique est donc
lAwE/wkl v a1l c2 1, cette correction sera délaissée en cohé-
rence avec 1'approximation utilisée auparavant et qui consiste a
délaisser le terme i<k.AX> (qui conduit & une modification de fré-

quence de 1'ordre de (Awk/wk) N a1/4).

I.a.2. CALCUL DE LA PARTIE IMAGINAIRE DE LA FONCTION
DIELECTRIQUE zN(¥,w>,0)

On calcule maintenant, Im s, s = e,i et qui, d'aprés (I1.6),
est donné par :

2 > -] 2 2
W 3F _(v,0) "V T
Imgg = _P__SZ I vk 5 = J cos(m-kr-ﬁ.'\?)‘['e ks dT
nok v 5
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En intégrant par parties sur la vitesse et en substituant
pour F. par leur expression, les intégrales dans (I.12) donnent :

2 2
R Ypi /7 ~Bs/4
Imz;_I = 1.4?.81 e |
“k
(1.13)
- 2
w g ~B ol
Imcg = e.égueg e °©
"
ol B; et B, sont donnés par (I1.9).

I.a.3. TAUX D'AMORTISSEMENT

A 1'aide des résultats (I.10) et (I.13), on peut calculer

le taux d'amortissement selon Y%s = -ImcE/E%ERecR, et on obtient :
3 _gl
RO % /n(li)83 JPelt
ke 9%'7F 2m)"e X (I.14.a)
2
/7.3 “By/h
Ypi = - up g8y e (I.14.b)

On remarque que lorsque Vv + 0, s = e,i, on obtient les
résultats habituels. Des résultats (I.14.a) et (I.14.b), on peut
tirer les conclusions suivantes sur 1a modification des taux de
croissance et d'amortissement.

i) Taux de croissance du aux électrons

Comme on a vke(t)/kve o" a1/4 < 1, on peut écrire (I.l4.a)
sous la forme :

R L vie(t)
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ce qui montre que 1'élargissement de résonance dans le cas des
électrons a pour effet de réduire le taux de croissance et ne
constitue pas un mécanisme de saturation de 1'instabilité acous-
tique ionique. Un résultat similaire a (I.15) a @té donné par
Choi et Horton [28].

ii) Taux d'amortissement dG aux ions

Pour ces particules, on a deux situations

vki(t)ﬂkvi < 1, dans ce cas 1'effet de 1'élargissement de
résonance est négligeable En outre, du fait que le spectre a .(t)
pique autour de k' = k = //? (voir [361), Vg st alors donne
par (cf. (I.7))

vkAp e L1/4

= , 1.16
Aﬁ (1.16)

et la condition citée plus haut conduit a k0 < k < xal avec

D
le mécanisme dominant est le couplage des modes via les ions (voir
chapitre I, partie I). Comme nous 1'avons montré, dans ce cas,
1'énergie turbulente est transférée de modes de courte longueur
d'onde aux modes de grande longueur d'onde. En outre, comme on a
k0 < ABI, ce qui a lieu pour a < 12(T /T )2, on peut postuler que
Torsque o satisfait a a > 12(T /T ) 1e mecanisme de 1'élargisse~-
ment de résonance devient 1mportant, ce que nous allons voir dans
ce qui suit.

-
= e o ; . -
kokn - (411)//;- On peut donc dire que dans le domaine k0< k<An™s

Vki(t)/kvi > 1, ce qui 1mp11que k < k Comme on a aussi
vke(t)/kve < 1, qui nécessite kAD > 7, les deux limites précé-
dentes définissent le domaine ke = A 1 ? < k < k » ol le mécanis-
me de 1'@élargissement de résonance est dominant. Dans ce domaine,
les modes seront absorbés par les ions et on s'attend, donc, 3 une

saturation de 1'instabiliteé acoust1que ionique et ceci aura lieu
pour :
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R R
ke * Y% = 0,
d'ol
o 2
) ) k22 ) P2 BFE % ta.an
e F 22
- (EE)(H) o (4vpe+kTve) ) (vke+“7rf) (4vp+kvy)
= M\ 2,2 372 ©
2 i
Z(Uk_i'FT

. -1
Nous montrons que dans_;e domaine AD ¢/§ < k < ko’ le spec-
tre ak(t) se comporte comme k “. Pour cela, on se contente de
considérer les modes ayant un vecteur d'onde k quasi-paralléle
au vecteur u et pour lesquels on a —Qk/wk = €L, alors le membre
s
de gauche de (I.17) est indépendant de k. En le désignant par

B = %EH’ les logarithmes de deux cétés de (I1.17) donne lieu a
s

2 v, :\ 4
4 _ (1 \24 _ (ki
bk = (Log B) k4 = \T:;”) , (1.18)

En y substituant 1'expression de “:i donnée par (I.7), on obtient
1'équation intégrale :
k/2 o 3
]

6Cke = f k¥ (t)dk + %l k'4dk'ak.(t)[1+(-2-';—r) | (1.18.2)
0 1¥. }

En effectuant la dérivée sur, par rapport & k deux fois, on obtient

32¢
. . (I.19)
-y

%k

La solution exacte de (I.17), pour a dans 1'état de satura-
tion, s'obtient lorsqu'on s'est donné des valeurs numériques pour
les paramétres u/v,, m/M et Te/T;. Par exemple, pour u/v, = 1/2/2,
To/T; = 15 et M/m = 1836, on obtient, dfaprés (I.17), pour 1le
niveau d'énergie Ggp 1 OGgy = 3,6x10'3, ce qui est en accord avec
le résultat de Sleeper et al. [33] et aussi avec les résultats des
simulations numériqueq de Biskamp et al. [37], et expérimentaux
de Kawai et Guyot, Kawai et al., et Machalek et Nielsen [38]. Ces
résultats confirment aussi la dépendence du spectre en k™3 (voir

aussi Stenzel, et Slusher et al, [391).
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Pour des valeurs élevées du rapport de température et
méme pour des petites valeurs de u/ve, par exemple : Te/Tiz 100
et u/ve < 0,1 dans le cas du plasma d'hydrogéne, on trouve que
le niveau d'énergie o , déterminé d'aprés (I.17) est élevé. On
peut en conclure que le mécanisme de 1'élargissement de réso-
nance n'est pas plausible dans un plasma turbulent ayant un grand
rapport de températures

I.b. RESUME GENERAL

- L'élargissement des résonances entre les modes acousti-
ques ioniques et les ions devient important lorsque le rapport
des énergies o est supérieur a (Ti/Te)z. Le taux d'amortissement
dd aux ions peut atteindre le taux de croissance (dl aux électrons)
et 1'instabilité se sature. Dans cet état, le spectre o) Se compor-

te comme k™3 dans le domaine du nombre d'onde tel que //%< kAD< 1.

- Dans un plasma ayant un rapport de température éleveé,
le mécanisme de 1'élargissement de résonance ne conduit pas a des
résultats en accord avec les résultats expérimentaux pour le niveau
d'énergie en état de saturation. Dans ce cas on est amené a tenir
compte des autres mécanismes, comme par exemple la déformation de
la fonction de distribution moyenne (électronique et ionique) qui
a eété abandonnée dans les calculs effectués dans ce chapitre (et
aussi dans les références citées dedans).

- Elargir les résonances entre les modes et les électrons
conduit seulement & une modification du taux de croissance et ne
constitue pas un mécanisme de saturation possible de 1'instabiliteé.
Cela est di au fait que vke(t)/kve est toujours inférieur & un.

- Bien que 1'élargissement des interactions résonnantes
entre les modes et les é@lectrons ne méne pas & un effet stabili=-
sant, nous allons montrer dans le paragraphe suivant qu'en te-
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nant compte de cet effet on aboutit @ un résultat pour le taux
d'amortissement non-linéaire cohérent : y%éR & y%e et ceci est
valable méme pour des niveaux d'énergie tels que a > m/M, con-

trairement aux résultats classiques.

I.c. CALCUL DU TAUX D’'AMORTISSEMENT NON-LINEAIRE DU AUX ELECTRONS

Dans le chapitre I (partie I), nous avons obtenu une ex-

pression pour Y%L, en utilisant le développement (I.14). De fagon

analogue, on peut obtenir une expression similaire ol la fonction
- : 0 . =
de résonance classique g% ., Sera remplacée par la fonction de ré-
H]
sonance renormalisée g% 0" Maintenant, on a
]

R
LR _ _(aRe; (E,wf,a))lm J dr

e o (2ry? B
{4;(2)R(k14:- e MR RRe) g, £k )
cR(K-K"“E-E”“)

(1.20)

Dans (1.20), pour alléger 1'écriture on a omis wy, Wgis---
etc. en c(J)R et C(J)R : j = 2,3 sont donnés comme par (I.16) et

0 ) R
(1.17) oi le propagateur g%’iﬁ sera remplacé par gﬁ,wﬁ' Dans un

-

plasma & une dimension, Te calcul de Imd 8 (%,-R)z(2) (k' ,k-k*)
est long mais trivial et donne un résultat nul. Dans un plasma

i trois dimensions, on s'attend a ce qu'il donne aussi une contri-

bution négligeable en comparaison avec Imt(3)(f',ﬁ,-ﬁ',a) et 1'ex-

pression (I.20) pour Y%ER se réduit a

Ri¢ -1

aReC. (k’w_)',a) ..)I
NLR _ k dk' ., (3)R2: 7 2
’Yke = ( aw_lz ) Im J Wlkl(t)c (k sks K ,04),

(1.21)

(3)R

od la fonction Za

, qui nous intéresse, est donnée par :



L2 2
Tw__e
(IRE T h0) = =28 [ ob of K Body | B0 2
3 - g+ k —‘_g"*" k .
n,m°k S S T AL T
< iy, KSF(R,0), kM= KR (1.22)
-k av m+ll = UJ'E_‘E.

et on intégre ensuite sur la vitesse par partie trois fois. Dans
ces opérations, 1'opérateur 2 agit sur les différentes fonctions

e
o oy S€Ton 1'identite

de résonance, par exemple sur

9 _ _ 1t _9 R
;%gk,wz = K awﬁgﬁ,mt ’
ce qui permet de ramener la fonction Ima:,(3)R sous la forme
2 2 > +
k.k')
)R, 21 T _i p e (
tmg (IRE K- )a = -
e n, m2k3k Ty 3
) " (L.23)
2 B 1] a & +| 3 I2 3 +| +II 8
(k 2g y L . )(k.k R S e g 3m)K,
avec 3
kk 'k"v
_ Ve E =3 R R R
K = Re —*—H;—— I dVFe(V’O)QK,mng“,wE"g-K',w_+. 5 X Lidda)
. ® i(0p-k.¥) -vi ©?
9y = [ are (1.23.b)
0

En reportant les expressions des fonctions de résonance
dans (I.23.a) et aprés avoir fait le changement de variable
> > > i N g -+
w = v-u, t'intégration sur w donne :

o (=] (o]

K = J dTl J dTZ J dT3 e
0 0 0.

'(V T%+V'2 |2 n2 2)

(1.24)
- H(RTq-k'T,+k"1,)2 cos(zTq-2'T,+2"
glkty-k'1, 3 Ty=Z'Tp*z"13),



Kimup
ol on a utilisé les notations z = ——F——— v \ /kv

P

= k/k

pour le mode k et des notations s1m1]a1res pour les modes K' et
K". Avec ces notations, le taux d'amortissement non-linéaire est
donné par

yULR wz(m?g” e H(K.k)1g, (t)(:af’;,Z + kLK a‘z—g‘z‘“) %
(R.E' L ggw)K : (1.25)

et le taux de croissance linéaire
Yie = U% ég z (1.26)

Nous avons cité précédemment (partie I, chapitre I) que le
taux d'amortissement non-linéaire (dU aux &lectrons) peut devenir
du méme ordre que le taux de croissance linéaire, si on utilise le
développement classique. Ce que nous vérifions, ici, en prenant la
limite v - 0 dans la formule (I.24) donnant K.

1. Limite v ~ 0 (systéme faiblement turbulent)

oo 00 Lo o]

_%(ET_E IT2+ENT3)2
K = I dtl [ dTZ J dT3 e
0 (0] (0]

X COS (211-2'12+z"13)

{1:27)
Nous distinguons deux cas

l.a. K.kK' < 0, ou le vecteur k' est orienté dans le sens

opposé & celui de K. Dans ce cas nous avons obligatoirement
K.K" > 0 et k'.k" < 0, i1 s'ensuit 1'inégaliteé

L 1 O 2 2 2 2
(le'k T2+k"'|.'3) > Tl + T2 + T3 ]

et le domaine d'intégration'est/pratiquement limité & 1'intérieur
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du cube T4, Ty, T3 < 2 dans lequel 1'argument de la fonction co-
sinus est trés petit et on peut développer celle-ci en série 1i-
mitée pour intégrer sur les variables Tys Tp et Tg- Comme ordre
de grandeur, nous avons K v C + Clz2 + C224 + ..., 00 Cy, Cp,s
Crs... sont des coefficients numériques. Parallélement nous avons
en vertu de (I.25) et (I.26)

NL

Y

kel .
(YE)_ @
ke

c'est-a-dire que les modes se propageant dans le sens opposé a k
contribuent seulement & une correction triviale sur le taux de
croissance.

1.b. K.K' > 0 (ou les modes k' se propagent dans le méme
sens que le mode k). On peut choisir K'.XK" > 0 pour fixer les
idées puis intégrer sur la variable T, en premier. A noter que
si K'.K" < 0 on intégrera sur la variable T, en premier lieu.
Maintenant pour évaluer 1fintégra1e sur 1, dans (I1.27), il est
préférable de lui adjoindre la partie correspondante au domaine
Tp < 0. On obtient avec quelques algébres

[+¢] Q0 1 2 L] 2
s -x{T1+1,k/k") sin“p
K= /re? { dt4 I dty e LARR A x
0 0
cos[(z—z_‘cose)t1 + (z“~z'cos¢)t3] . (1.28)

od 6 est 1'angle (k,k') et ¢ est 1'angle (K',k"). Pour la suite
du calcul de Y%;, il est important d'utiliser la relation

(ﬁ.&f 2o e kR 5%—.,)K= -22'K , (1.29)

qui découle directement de (I.28). On peut achever 1'intégration
dans (I.28) en faisant un changement de variables (11+kr3/k")/2 = X
et (Tl-krslk“)/Z = Y, alors 1'intégration sur Y qui est prise
entre -X a X est @lémentaire et on obtient le résultat :



2 .. 2
2/ m 0 -x"sin“se
-2 k d .
K = - 2/1 e ("k‘—) ‘[ , f glkl - Z[[k||{51n[2(z-2| COs G)X] -
0 k k

- sin[Z(z"-z' cos ¢)T; x]}, (1.30)

ou encore avec la notation de la fonction de dispersion Z

2
s a2 ok |
- ey
- g z(k"(i";§; g°s‘ﬂ)} (I1.31)

On voit que si 1'angle ® n'est pas proche de zéro, 1'argu-
ment des fonctions Z est petit et on peut utiliser un développe-
ment en série pour cette fonction et (I1.30) devient

2
o -Z' 2 |2 ||2
K= -vVme (Clz + C,z2'" + (a2

+ Cy22 +...) (1.31.a)
ol Cl, CZ’ CB"" sont des fonctions en 6 et ¢. Reportant ceci
dans (I.25) et en tenant compte de (I1.29), on peut obtenir un
ordre de grandeur pour le taux d'amortissement th provenant des
modes k' faisant avec le mode K un angle 8 qui n'est pas petit
(modes obliques). Comparant avec le taux de croissance linéaire
donné par (I1.26), celui-ci est donné par :

Yie/trel -

o

Pour des petits angles 8, soit sin 6 < vﬁg, alors cos 6 ~ 1,

cos ¢ » 0 et on peut employer un développement asymptotique pour
Z qui donne :

e’
K = 15 k|zl_knz (I-Bl.b)
(z-z'k'/k)(~«~17——j§
A noter que, dans ce cas, les modes K' se trouvent autour de K

dans un petit angle 6  avec sin éo = V/%' En tenant compte de
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cette contrainte sur les angles, on obtient pour le rapport
Yie/ Yke
o

(%)

Cette formule montre que la "correction" non-linéaire
. g 5 s (m
perd son sens pour des rapports d'énergie a supérieurs a (ﬁ>

~

Yke! Yke M ;I

tout en restant dans la limite de 1a turbulence faible a << 1.

2. Limite v fini (systéme turbulent)

On a vu dans le calcul précédent que la divergence a lieu
pour le cas ou les vecteurs k' sont quasiment paralléles au vec-
teur k alors que la configuration antiparalléle n'apporte qu'une
correction triviale. On peut remédier a cette situation en em-
ployant les propagateurs renormalisés. Revenons & la formule
(I.24) et nous effectuons 1'intégration sur la variable T, de
-» & +» car la partie 1, < 0 correspond & la situation antiparal-
léle. On obtient ainsi, & la place de (I.28), le résultat suivant

pour K

1 k" 2.:.2, =2 2 —,2_2

. -q(Tq+51,) "sin“e-vor-v"T1

K=vre? I dr, I dt, e PR 1 3 «
0

0

(>e] 0

(1.32)

—.2 ; Lu 2
o~V T(kTytk"Tg) " cos[(z-z'cos 6)ty+(z"-2"cos ¢)T3]

Contrairement au cas trés faiblement turbulent traite

précédemment, ici grace a la présence des termes en 3212, on

peut encore développer la fonction cosinus en série limitée méme

pour 6 = 0 si toutefois on a v > z soit pour o > (E)Z comme ordre

] ; Cl C'zz2

le grandeur, et on trouve pour 6 = 0, K = :E(l + ——7—) avec C, et
v v 1

02 des facteurs numériques. On obtient, dans ce cas, le résultat:

NLR, L | _ (m\a _ m
e kel = (R)3r = T
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On voit alors que le taux d'amortissement non-linéaire, calculé
en employant la fonction de résonance renormalisée, représente
une correction triviale dans la limite turbulente ﬁ)z < a < 1.
Ce qui montre que la théorie renormalisée est cohérente contrai-

rement & la théorie de turbulence faible.



CHAPITRE II

EVOLUTION DE LA FONCTION DE DISTRIBUTION MOYENNE

II.a. INTRODUCTION

La connaissance de la déformation de la fonction de dis-
tribution moyenne (FDM), au cours de la relaxation de 1'instabi-
1ité acoustique ionique, est fondamentale pour déterminer la ré-
sistivité et les coefficients de transport anormaux et aussi pour
expliquer les phénoménes du chauffage dans un plasma turbulent.

Cette fonction, de par la diffusion des particules par le

champ turbulent, dévie considérablement de 1a distribution max-
wellienne et est régie par une équation de diffusion couplée avec
1'équation cinétique des ondes. On doit alors connaitre 1'évolu-
tion simultanée de 1'instabilité de facon autocohérente.

Jusqu'a présent, bien peu d'études analytiques autoconsis-
tantes portées sur le probléme posé ont été réalisées. La plupart
des travaux connus se classent comme suit

- Une partie de ces travaux est essentiellement consacrée

d 1'étude des mécanismes de saturation de 1'instabilité acoustique
ionique (voir les références [3, 4, 6, 7, 20, 33,

34, 35]) . Dans ces travaux, 1'équation de diffusion pour
Ta FDM a été ignorée puisque celle-ci a &té considérée comme gelée
au cours de la relaxation de 1'instabilité. Les résultats obtenus
par cette voie ne sont pas vérifiés dans les expériences numéri-
ques menées par Dum et al. [36] et qui ont montré que la modifica-
tion de la FDM joue un role dominant dans le processus de stabi-
lisation.
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- D'autres travaux ont été faits pour examiner Jle rdle de

la modification de 1a FDM (voir Vekstein et al. [40], Vedenov et
Ryutov [41], Galeev et Sagdeev [42], et Dum [43]), et dans les-
quels 1'équation cinétique des ondes a &té ignorée. Comme nous
1'avons montré, la FDM est régie par une équation de diffusion
dans laquelle la dépendance temporelle est 1iée @ la densité des
énergies dans les ondes. Alors afin de résoudre cette équation,
il a été supposé (voir [40-43]) que 1'amplitude des ondes croit
d'une maniére monotone et atteint un niveau stationnaire ol le
taux de croissance tend vers zéro (état de stabilité marginale).
Par cette hypothése la variable temporelle, figurant dans 1'équa-
tion de diffusion : [t dt'veff(t') 3 Vogg €st 1i€ a 1'énergie des

0
ondes et sera défini plus tard ; varie comme le temps macroscopi-

que t puisque veff(m) = const.

On remarque que, dans de telles études, 1'évolution de la

FDM est déterminée indépendamment de 1'évolution de 1'instabilite
et i1 est naturel que les résultats obtenus ne correspondent pas
i la bonne solution du probléme. A ce propos, Balescu [44] a mon-
tré que la solution (autosimilaire) obtenue pour Ta partie iso-
trope de la FDM électronique n'est pas compatible avec 1'hypothese
imposée dans le modéle de Vekstein et al. [40]. D'autre part,
d'aprés les expériences numériques (voir Choi et Horton [45], et
Ishihara et Hirose [46]) 1'amplitude des ondes croit.monotonement
et atteint une valeur maximum et puis elle décroit vers zéro. Par
conséquent, 1'état de stabilité marginale n'a pas lieu, ce qui
rend caduques les théories citées plus haut.

Les considérations précédentes nous aménent a développer
une méthode qui permet d'étudier 1'évolution de la FDM et de
1'instabilité de fagon autoconsistante.

Dans ce chapitre, nous présentons deux méthodes analytiques
(équivalentes) pour décrire la déformation de la FDM. La premiére
méthode est basée sur le théoréme de Liouville tandis que la deu-
xiéme est une méthode de résolution de 1'équation de diffusion.
L'équivalence entre les deux méthodes sera ensuite &établie.
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Dans les chapitres qui suivent, nous étudierons 1'évolution
de la FDM en présence de 1'instabilité acoustique ionique en se
servant des résultats qui seront obtenus dans ce chapitre.

I1.b. METHODES ANALYTIQUES POUR DECRIRE L'EVOLUTION DE LA FDM

IT.b.1. PREMIERE METHODE

Dans ce paragraphe, nous donnerons une expression de 1la
solution formelle de 1'équation de Vliasov que nous réécrivons
ici '

9 + 9 e * 3 > >
= + Vv.— + mﬁf(x,t).——)f(x,v,t) = 0 (IL.1)
(at ax " av

Ensuite, on introduit les fonctions d'orbite ?(r) et 3(1)

qui satisfont aux équations de la dynamique des particules
-

D) - f(oy, D) Sst(%0) ) (11.2)

avec les conditions "finales" §(1=t) = X et ?(T=t) = V. Par cet
emploi des caractéristiques, 1'équation (II.1) s'écrit comme

é%f(?(r),?(r),r) s@ ., (I1.3)

qui énonce simplement que la fonction f est constante suivant
les trajectoires des particules (théoréme de Liouville). En 1'in-
tégrant entre v = 0 et T = t, on obtient

F(X.V,t) = f(§0(§,v,t ,vo(i,ﬁ,t),o), (11.4)
X (X,V,t)= X(1=0) et Vo (X,V,t) = V(1= 0),

et (;o’zo) est le point dans 1'espace des phases d 1'instant
T = 0 d'ol le point (?,V) évolue. D'aprés (II.4), on trouve que
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la solution de (II.1) est déterminée par la fonction de distribu-
tion initiale et les fonctions d'orbites données par les solutions
de (II.2). Comme on peut décomposer f(?O,VO,O) en deux parties

une partie homogéne et une partie inhomogéne négligeable

R
Lt Vg s ) = F(V,) + 8F(Xy,Vv,,0) 5 &8f << F (11.5)

On obtient alors la partie homogéne en substituant (II.5) dans
(I1.4) et en effectuant la moyenne sur 1'ensemble,

F(V,t) = <F($0(t),o)> ; (11.6)
od $O(t) s'obtient par intégration de (II.2) comme
t
- > -> -+ e ' . .
vo(t) = v+ Av(t) 5 Av(t) = - o J dt SE(io(t),t )(II.?)
0

L'égalité (IT1.4) (ou (I1.6)) n'est autre que la conserva-
tion sur le nombre des particules le Tong d'une orbite caracté-
ristique et la loi de conservation s'exprime, formellement, par

jdVF(v,t) dejd?<a(vo(t)-V)>F(v,o)

(11.8)

H

JdVF(V,O)

Désormais, pour alléger 1'écriture, nous délaissons 1in~
dice inférieur "o". Maintenant, on s'intéresse au cas ol la fonc-
tion de distribution initiale F(V,0) est isotrope (dans quelques
cas od la fonction F(V,O) est anisotrope, elle peut étre repré-
sentée, dans un systéme de références approprié, par une fonction
isotrope) pour laquelle (I1.6) s'écrit

e}

F(¥,t) = j dV<6(v(t)-V)>F(V,0) Cv(t) = [V(t)| (11.9)
0
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En y introduisant l1a transformée de Fourier de la distribution
delta, on obtient :

wo+ai
F(?,t) = Tim J g% <e1pv(t)>F(p) s (I1.10)
a+0 .
-0+ 31§
F(p) = [ dv e PYE(v,0) , (11.11)
0

et on aboutit au résultat suivant : la fonction de distribution
moyenne se détermine de facon exacte en vertu de (II.10). On se
trouve, alors, dans une situation analogue & celle qu'on a ren-
contré au chapitre III, partie I, au sujet de 1'évaluation de 1la
fonction d'orbite moyenne et pour laquelle 1a technique du déve-
lToppement en cumulant a été utilisée et expliquée en détail. Rap-
pelons toutefois qu'on garde seulement les cumulants jusqu'au
deuxiéme ordre et que ce développement tronqué est valable lors-
que les conditions suivantes sont satisfaites

i) Le premier cumulant, rapporté & 1'échelle caractéristique de
la fonction autour de laquelle on effectue le développement
(ici, c'est la vitesse thermique), doit étre inférieur a un
(puisque ceci est le paramétre du développement).

ii) Le temps de corrélation du champ électrique (stochastique)

T. est inférieur au temps 1 (TC << Tp) et c'est une hypothése
fondamentale de la théorie QL.

Revenons & (II.10), on applique maintenant la technique
du cumulant en y posant en vertu de (II.7) : v(t) = v + A(t), ol
A(t) désigne une quantité stochastique. On obtient ainsi

(vicy)-By
i i ip(v+ - C
F(V,t) = lim J & 197272 pepy (11.12)
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od C1 et C2 sont respectivement les premier et deuxiéme cumu-
lants

Cp = <A(t)>, €, = <a’(t)> - c? (I11.13)
Comme Ta formule donnée par (II.12) pour 1a FDM représente une
approximation de (II.6), laquelle, comme on 1'a vu, assure la
conservation du nombre des particules, elle ne remplit cette
propriété que jusqu'au premier ordre du paramétre du développe-
ment : ([Cy/v])
phe suivant.

vy << 1. Nous discutons cela dans le paragra-

IT1.b.1. CONSERVATION DU NOMBRE TOTAL DES PARTICULES

-

Dans ce chapitre, nous avons abouti @ une solution analy-
tique pour décrire 1'évolution de la FDM (cf. (II.6)) qui est
exacte au sens que 1'orsqu'on intégre les deux membres de (II.6)
sur la vitesse v résulte 1'égalité n(t) = N, 3 N, est le nombre
total des particules. La déformation de la FDM reste cependant
masquée jusqu'd cette &tape car on ne peut pas déterminer la

fonction <exp(ipv(t))> de facon exacte.

Alors, nous avons procédé a une approximation, qui est au
fond, du méme ordre que 1'approximation quasi-linéaire et qui
consiste a négliger les termes d'ordre supérieur a |6E[2 dans
1'exponentielle en (II.6). Nous avons abouti & une formule ap-
prochée (I1.12) qui décrit 1'évolution de la FDM et on s'attend,
par conséquent, & ce que le nombre total des particules soit
conservé jusqu'au premier ordre du paramétre du développement
(Icl/vlvmvth << 1). Pour montrer cela, nous introduisons 1la

fonction de Green associée a la FDM

F(V,t) = Jdﬁoﬁ(ﬁ,t;Vo,O)F(ﬁo,O) (11.14)

La conservation du nombre total des particules s'exprime par

JF(?,t)d? = [F(?d;O)dVO , (11.15)
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En substituant (II.14) dans le premier membre de (II.15), on ob-
tient en condition de normalisation

Jd?G(V,t;¢o,0) =1 (I11.16)

Dans notre cas, pour déterminer la fonction de Green on
substitue d'abord pour F(p) de (IT.11) dans (II.12) et on a

wo+4d.

i ip
F(V,t) = lim J g e

a+0 “wta, 8

2
(v+C, )-Bc, -ipv
11272 f dv_ e 0F(v

: 0)(I1.17)

0!

Comme on a C2 20, i1 s'ensuit que 1'intégration sur p converge
de fagon absolue, ce qui permet d'intégrer sur p en premier lieu

avec a = 0 et on a : 5
_(v-vo+C1)
o 20
F(V,t) = J dy_ & ‘ F(v.,0) (11.18)
2 ! 0 /?FUE 0

En comparant (II.18) avec (II.14), la fonction de Green est don-

née par :
= 2
_gv-v0+cl(v,t))

2C(V,t)
1
520} = 5 < (I1.19)

ey 21C (¥, t)

Nous examinons, maintenant, la condition de normalisation
(IT.16) de cette fonction exigée par la conservation des particu-

les. Pour t = 0, on a Cl = 0 et C2 = 0, par conséquent la fonction
de Green se réduit a

G(V,t;v

6(V,t=057,,0) = L s(v-v,) , (11.20)

4nv0

d'ol Ta condition (IT.16) est satisfaite. Pour t> 0 on a

|(:1/v]v,W ) << 1, on peut alors faire un developpement limité de
th.

G(V,t;V,,0) en utilisant (II,20) :
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G(V,t;V.,0) = B ST O ){1 5 El + 0 (El\ ] (I1.21)
0 vl 0 C, -] 1 .

ol le terme premier ordre en (4 disparait en vertu de la relation

x§(x) = 0.
En genéral, on a C, v |Cq|v d'od C5/C, ~ |Cy/v] et
Par conséquent, lorsqu'on intégre (IIl.21) sur

]Cl/vlv,Wth wat "1,
V, on trouve que le nombre des particules est conservé jusqu'au

premier ordre du paramétre du développement en cumulant.

II.b.2. DEUXIEME METHODE (SOLUTION APPROCHEE DE L'EQUATION

DE DIFFUSION POUR LA FDM)

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons a présenter une

méthode de résolution approchée de 1'équation de diffusion quasi-
linéaire. Nous établissons ensuite 1'équivalence entre la solution

qui sera obtenue et celle donnée par {(1L.12).

Nous partons de 1'équation de diffusion pour Ta FDM

3 N3 d (7
'—-_T-D(V,t)-"-':F(V,t) s (1122)
av oV

Qa2
o™
—
<}

-
<t
o
il

oi D est le tenseur de diffusion qui peut étre identifie soit
par ﬁQL (dans le cadre de la théorie QL) soit par BR (dans le ca-

dre de la théorie renormalisée).
L'équation précédente peut encore étre écrite sous forme

intégrale :
t
(V.0) + J L(t")F(V,t')dt' (11.23)

0

v = F

F(v,t) =

- =
o L est 1'opérateur de diffusion : L = j&.D.i%u En résolvant
av av

(I1.23) par itération, on obtient
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F(V,t) = {1 + Jtdt'i(t') - Jtdt‘i(t') Itdt"E(t") + ...}F(G,O),
© ° ° (11.24)

ce qu'on peut écrire symboliquement comme

t

F(V,t) = O[exp([ E(t')dt')JF(V,O) , (11.25)
0

et 0 est 1'opérateur chronologique.

Comme au paragraphe (II.b.1), on s'intéresse au cas o
F(V,0) est isotrope : F(V,0) = F(v,0) et on introduit la trans-
formée de Fourier de F(v,0) dans (I1.25) et on obtient :

o +aij t
_)

F(V,t) = lim J ggF(p)[exp(f E(t')dt')]exp(ipv)411.26)

-+ .
a+0 -m+a[ o}

ol F(p) est donné par (II.11) et on a omis 1'opérateur 0.
L'opérateur de diffusion, figurant dans (I1.26), peut étre décom-
posé en deux autres opérateurs comme

t
j dt'L(t') = El - E2 ; (11.27)
0
L, = a(V,t)A%, [, = b(V,t)A,
E TR
> . v
a(v,t) = J dt' —=p= 4
v
0 (I1.28)
t - “ v'j%‘Tr B
b(V,t) = J dt'{- V'D§V g LED o 0N },
" v \)
0
_ 9
A=,

« . &
et Tr D est 1a trace du tenseur D.
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D'apreés (II.27) 1'exponentielle en (II1.26) aura la forme
exp(L1+L2). En appliquant 1a formule de Zassenhaus (voir par
exemple Wilcox [47])

X

. . n
exp(Li+L,) = exp Ly xexp Lo x pit=2 (11:28)

1| 0~

[ P
('2 - '2'[[19L2]!

(11.30)

(]
n

e & ¢ T,
3 §{[L2’[L1’L2]] + _G—[Ll’[Ll’LZ]] s

od [A,B1 = AB-BA. Dans notre cas C, est d'ordre |6§]4 (ou DZ),

C3 est d'ordre |<SE|6 (ou D3), ... etc. Au sein de 1'approximation
quasi-linéaire les termes cz,c3,... seront délaissés. Autrement
dit, par 1'approximation quasi-linéaire 1'opérateur El commute
avec EZ et le premier membre de (II.29) est donné par 1'approxi-
mation

exp([1+E2) = exp El exp Ez (IT.31)

En substituant (II.31) dans (II.26), nous avons une fonction de
la forme exp El exp Ez(exp ipv) ) et nous devons donc, dans un
premier temps, déterminer exp Ez(exp ipv) = K(v), ensuite déter-
miner (exp El)K(v). En développant exp L, en puissance, on peut
vérifier que (voir appendice A)

n
m

(exp iz)exp(ipv) = exp {1pb[1 + nzl AbLAb%ﬁ;ij%Ab)Ab}}iii(;z;)

Dans le second membre de (II.32), le terme qui figure dans la
sommation est au moins d'ordre |6El4, ce qui donne, dans 1'ap-
proximation quasi-lTinéaire,

(exp [z)exp(ipv) =~ exp(ipb)exp(ipv) (I1.33)

En appliquant. maintenant 1'opérateur exp [; sur (I1.33) et en uti-
lisant la méme approximation qu'auparavant (commutativité appro-
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chée entre L, et L,), on obtient :

(exp Ly)exp(ipb)exp(ipv) = exp(ipb)(exp Li)exp(ipv)

n
= exp(ip(v+b))xexp{-p2a[1 + nzl Lﬁz?ﬁi?ji-)]}
= exp[ip(v+b) - p2a] ; (I1.34)

A T'aide du résultat (IT.34), 1a solution approchée de 1'équation
de diffusion (I1I.22), tout en servant des mémes approximations
utilisées dans 1'établissement de cette équation, est donnée par :

oo+a.i

. 2
F(7,t) = lim f g2 e1P(veb)-pTa (/) (11.35)
a->0

-o43;
Maintenant pour prouver que la solution donnée par (II.35)
est la méme que (II.12), nous devons montrer que b = C, et a = %C
Rappelons que C, et C, sont reliés selon (II.13) & la quantité
stochastique A(t), définie comme

2.

A(t) = [V(t)| - v

En posant $(t) =V + AV et en effectuant un développement en série
Jusqu'au deuxiéme ordre en |aV| (ou [SE| ), on obtient pour A(t)

V.AV . AV.AY  (3.a3)2
9

.V
Mt) = St s SV0 - (11.36)

et les moyennes a calculer sont Ci = <A(t)> et Cy = <A2(t)>.

En utilisant les identités suivantes (qui peuvent é&tre
montrées de la méme facon qu'au paragraphe LIL b1}

% §%<A$.AV> = Tp B
I11.37
- (11.37)

-+ .
<Av> = +<A;.A3> 5
R ’
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on peut montrer que Cl = b et a = %52. En effet, on a :

t
. > 9 5 > .2
g = dt’ v.D.v] _ <(v.Av)"> 1C
| 2 2 272
o v 2v
et
pt - -> T«
- =4
b = dt'{- V'Dév g 2B GO Ty D} (11.38)
\'} -+
b v oV
_ < AV) 2> <AV.AW L VLAV | .
2y 2V v 1
IT.c. RESUME
Le résultat principal obtenu dans ce chapitre se résume
ainsi

La fonction de distribution moyenne évolue & partir d'une
distribution initiale donnée ; F(v,0), suivant la formule

_(v-v0+cl(z,t))2

2Co(V,t
F(V,t) = { dv F(vy50) © 2{¥.t) ) (11.39)

0 v 2mC,(V,t)

o C, et C, sont liés au tenseur de diffusion. Donc (II.39) re-
flete 1'effet du processus de diffusion des particules par les
ondes générées par 1'instabilité. Comme C; et C, sont déterminés
en fonction des quantités moyennes <V.AV>, <AV.AV> et
<(V.AV)2> lesquelles sont liées & la densité d'énergie turbulente,

on doit d'abord déterminer 1'é@volution de 1'instabilité a partir
de 1'équation cinétique des ondes afin de décrire 1'évolution de

o0

la FDM. On est ainsi amené & chercher la solution simultanée de
1'équation cinétique des ondes couplées avec 1'équation d'évolu-
tion de la FDM décrite par (II.39).
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En conclusion, 1a méthode que nous avons développée dans
ce chapitre permet d'étudier 1'évolution de la FDM en cohérence
avec 1'évolution de 1'instabilité. Pour montrer cela, en exem-
ple, nous continuons notre étude sur 1'instabilité acoustique
ionique, en tenant compte, cette fois-ci, de 1a modification de
la FDM & 1'aide de (II.39).

Dans le chapitre suivant, nous étudions 1'évolution de 1la
FDM électronique tandis que 1'évolution de la FDM ionique sera
étudiée, dans le cadre de la théorie QL et aussi dans le cadre
de la théorie renormalisée, dans le chapitre IV.
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CHAPITRE III

EFFET DE L'EVOLUTION DE LA FDM ELECTRONIQUE

IIT.a, INTRODUCTION

.

Dans ce chapitre, nous nous limitons & 1'étude de 1'évo-
lution dynamique de la FDM électronique et de 1'instabilité
acoustique ionique générée par un courant de dérive.

L'étude que nous menons est de résoudre 1'équation ciné-
tique des ondes en utilisant le résultat obtenu dans le chapitre
précédent pour la FDM (cf. (II.39)). D'aprés ce résultat, la
modification de 1a FDM électronique est déterminée en fonction
des premier et second cumulants. On est amené alors i calculer
ces cumulants en tenant compte des caractéristiques de 1'instabi-
lité acoustique ionique.

Dans les calculs qui seront développés ici, on emploie la
fonction de résonance classique puisque comme nous 1'avons vu au
chapitre I, T'emploi de la fonction de résonance renormalisée
produit des corrections négligeables par rapport aux résultats
nabituels,

Nous procédons par la représentation de la fonction de
distribution électronique initiale par une fonction isotrope,
dans un systéme de références ol V = W + U (systéme du repos)

2;.2
. n -w /ve
F.(v,0) = Fe(w,O) = e .

e
| / 7oy3 (I11.1)
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La FDM électronique pour un temps ultérieur sera donnée par
(cf. (II.39))
2
_(w-w0+C1)
o 2C,

> _ e
Fe(w,t) = I dw0 7, Fe(wo,O) " (111.2)

ou C; et C, sont des fonctions implicites du temps et rappelons
qu'elles sont reliées a 1'incrément du module de la vitesse

-
A(t) = [w(t)|-]w] par :

Cyq <A(t)>
(T11.2.4)

<A2(t)> .

1]

Co

En posant W(t) = w + Aw, la fonction A(t) est donnée avec une
précision quadratique par rapport i 1'incrément de vitesse AW

par :
> > > w2
AW | AWLAW (Wl Aw)
A(t) = n + - ,
W 2w 2w3
(I11.3)
NENSIEEEE- J af(i(t'),t')dt'
0
En substituant (III.1) dans (III.2), on obtient :
(W4T )°
n T 142C . - (w+C,)
Fo(Wst) = : ~ e ‘ X{l + erf( : ’
2/ w33 (142C,) V7 / 2T, (1+2T,)
II1.4
y ) (111.4)
et erf(y) = 5% J doe”® avec w = W/vgs Cy = Ci/Vgsen-
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I11.b. CALCUL DES CUMULANTS

Pour calculer les quantités fondamentales Cy et Cp, i1
nous suffirait de calculer le tenseur <AWAE>, celui-ci est
régi par 1'équation suivante, qui résulte de la formule (III.3)
qui définit AW,
L B> = B, (I11.5)
ol 3 est le tenseur de diffusion que nous décrirons dans la sui-

te dans 1'approximation quasi-linéaire. En termes de ce tenseur,
= N . -
les seconds moments de Aw sont ainsi donnés par :

t
<AW.AW> = 2 I dt'Tr DAL | (I111.6.a)
0
£
<(W.am) S = 2 f dt'w. g% W, (I11.6.b)
(o]

et le premier moment s'obtient grdce & la relation entre les deux
premiers moments de la vitesse selon la formule (II.37), on a
ainsi

<SW.AW> = w.2<awm.Aw> (I11.6.c)

oW
Considérons maintenant le calcul explicite de ﬁQL, donné par :

2 .

Pt . =& ) RKIg(t)s(up-K.7) , (I111.7)
m
K

qui sera effectué successivement dans le cas d'un spectre
d'énergie isotrope remplissant tout 1'espace K et dans le cas
d'un spectre anisotrope remplissant seulement 1le demi-espace K
tel que 1'angle entre K et-U soit compris entre 0 et w/2.



85

I1II.b.1. CAS DU SPECTRE ISOTROPE

Dans (III.7), en convertissant la sommation sur k en inté-
grale, employant les coordonnées sphériques avec v dirigé le long
de 1'axe polaire et avec un spectre d'énergie décrit par
I3 (t) = I (t), 1'intégration sur les angles donne le résultat :

0L i o =
5oL = D,¥V + Dy(T - ¥¥) , \
e[ anda)
1 % 5 K k-v
Y (111.8)
4 2
TVg 3 )
0, = v | dkk w01 - ;2—2] :
A v
2
., e’I, (t)
v = v/ Vv, Oik(t) = ——5T5 v > CS j
8m Te
En reportant cette expression pour 3QL dans les formules
(I11.6.a)-(111.6.c) pour les moments de Aw, on obtient :
2
2nv
<DWLAW> = —= (I11.9.a)
v
> >
<w.AW> o= =D WéV , (I11.9.b)
v
3+ > 2 ng *—
<(W.AW)>= —= 1" (wW,t) (TIl.9.€)

v

ol W, V et U sont respectivement les valeurs de w, v et unormali-
sées par rapport a Ve et les fonctions n et n* qui y figurent sont
reliées au spectre d'énergie turbulente par :

Tt o
dt' I dkk3a, (t') (I11.9.d)

3
]
=5
=
o
QY

0
£ o)
n wef dt’ f dkk 3o (£ IM(K,T) (111.9.¢)
0 0
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M w) = w.v) + - §
g 2 3 2 ( 2 2)
k™v 2ve k L
e m
v > M
Nous obtenons finalement pour C1 et C2
*
T U dcy 4 o8 n
Cp = 20 WUy + ) 5 <
LT w°ov
(IIT1.10)
E = zn* ’ = &'G
23
III.b.2. CAS D'UN SPECTRE ANISOTROPE

Nous simulons 1'anisotr
celui-ci n'est non nul que si
pagation est dans le méme sens
d'énergie est alors décrit par
fonction de Heaviside et B est

Les calculs algébriques
et sont exposés dans 1'appendi
pas ici et nous notons seuleme
ici notées par C; et C;, compa
dantes Ci et Cz dans le cas du

C ok
S 0(
¢
*
2 -G
- = 0
2

I1 s'ensuit que les correction
sont négligeables pour C, tand
C, lorsque le rapport Ci/un'e
1'uniteé (Cg/u < 1), Dans le ca

opie du spectre en stipulant que

la direction paralléle de la pro-
que le vecteur u. Le spectre
Ig(t) =2I (t)o(cos B) ol 0 est la
1'angle entre les vecteur K et Uu.

dans ce cas sont plus fastidieux
ce (B). Nous ne les reproduisons
nt que les quantités fondamentales,
rées avec les quantités correspon-
spectre isotrope sont telles que

/) -
(I11.11)

Cs/u)

s dues & 1'anisotropie du spectre
is qu'elles sont importantes pour
st pas suffisamment petit devant
s ol Cs/u << 1, les corrections
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d'anisotropie pour C2 sont aussi négligeables. Par exemple, dans

un plasma d'hydrogéne /%%—ﬂ é%—et pour u/ve > %b on peut délais-

ser les corrections dues a 1'anisotropie du spectre pour Cr, tan-
dis que pour f% > u/ve > g%-ces corrections sont importantes.

On se limite, ici, au cas ol Cs/u << 1 oll, comme nous ve-
nons de le montrer, les corrections d'anisotropie sont négligea-
bles. Alors nous basons notre calcul sur les résultats obtenus,
pour les cumulants, dans le cas du spectre isotrope (cf. (I1I1.10)).
On remarque que pour déterminer le comportement temporel de C, et
Crs oON doit déterminer celui de n et on est amené a résoudre
1'équation cinétique d'onde.

I11.c, RESOLUTION DE L'EQUATION CINETIQUE DES ONDES

Nous reconsidérons 1'équation cinétique d'onde ot le taux
de croissance (d'amortissement) est donné par son expression

quasi-linéaire

Lo 1p(t) = 23R gty (111.12)
ety - Yo (t)
X s=g,i Ks
QL
Im ¢
L S
Y%s(t) = - —-E_.(..R____L_et;q : . (111.12.a)
Bm-lz :
2
(= M FLu,t) = 1+ ] —P—f‘?f dVK.2F (V,t) ——  (III.12.b)
s nok av w-k.v+id

Dans ce qui suit, nous naus limitons au calcul de Y%t, tandis
que Y%% sera ignoré (celui-ci sera pris en compte dans le chapi-
tre suivant ol nous en donnerons. des justifications).



Pour calculer Y%t, on calcule d'abord les parties réelle
et imaginaire de ch(K,wg,t)

- Calcul de Im gt (K,ups,t)

On intégre (III.12.b) par partie et en utilisant le chan-

V-u et Qf = wﬁ—ﬂ.ﬁ, on obtient

1]

gement de variables M

2
L w 3
i 3 (%Lep,t) = - —rr%e—m;f dwF g (W, t)8(ag-K.w) (I11.13)

et Fe(ﬁ,t) est donné en termes de C; et C, par (cf. (III.4))

Fo(W,t) = "o exp{(W+El)2/(1+2fz)}, (I11.14)
v ﬂ3V2(1+2E)1/2

ol El et fz sont donnés par (III.10), et on a approximé la fonc-
tion erf(...) par 1. En effet son argument est d'ordre 1

% ZEz(Wzl)
qui est trés grand devant 1.

Revenons a (III.13), oG pour calculer 1'intégrale sur w on utilise
les coordonnées sphériques avec U dirigé le long de 1'axe Z et le
vecteur kK dans Te plan xz. Comme la fonction Fe est indépendante

de 1'angle azimutale ¢, 1'intégration sur celui-ci donne

] o v o) (b+a)
Im cg (E,mﬁ,n) = = Eege ° [ wWdw duFg(Wsum)
nok BQ‘IE ﬁ.‘: (b-a)
1
vV a - (u-b)?

k ﬁ% k Qp oy
a=-t /(1. b=t X 7oK I11.15

k 5_2' 5 - k W, k - -HV_E : ( ’ )

On remarque que la contribution aux intégrales dans (III.15) pro-
vient du domaine w > ﬁ?’ alors on distingue deux cas
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- — 1 C
1) -Qp >> (un) /4, dans ce cas on a 1% << 1. En effet nous avons
L
1

R e qui est trés inférieur & un dans le domaine d'in-
W

tégration w > ﬁi' On peut ainsi développer la fonction

Fe(W,11,n) autour de la fonction de distribution initiale (cf.

(I11.1)) et en ne retenant  que 1le premier terme correctif pro-

portionnel a Cl’ on obtient :

‘ =2

T e ey S IR J APt
I11.16
) B ( )

2) -4 < (ﬁh)1/4, on peut aussi développer la fonction F_, comme
dans le cas précédent et couper 1'intégration au point
W = (Un)1/4 et les résultats des intégrales donnent :

2 =2 o
w =7
Im gQL(E,w+,n) = ZJE'—*E%QFT a O (un)(k.u) X
e k AN _ 14
e (un)
—2
ZWdWe_w ] (lII.l?)
On remarque que lorsque ﬁi 5 (Gh)1/4, le deuxiéme terme dans
le second membre de (III.16), qui est d'ordre de ]Eﬁl, est treés
.
inférieur au premier terme, et la modification de la FDM n'est
pas significative. Dans le cas contraire : ﬁﬁ < (Eh)1/4, le deu-

3/4, peut devenir du méme

xieme terme, qui est d'ordre de (un)
ordre que le premier terme et traduit la modification de la FDM
électronique. En effet, la condition n > Qﬂ/ﬂ v U3 definit le
seujl au-dessus duquel la modification de la FDM électronique de-
vient importante. Il serait commode d'établir une condition non

pas sur n mais sur le rapport des énergies a, ol compte tenu de
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1'expression de n (cf. (II1.9.d)) on a, comme ordre de grandeur,

n " aw/(ye/EVe) avec (Ye/EVe) = Vfgg(ét)' Dans la limite n > UB,
on a o > ot E%M' Ce niveau seuil de 1'énergie est trés petit et
serait rapidement atteint. On é@tudiera plus loin le rdle de 1la

modification de T1a FDM électronique dans le processus de satura-

tion de 1'instabilité.
- Calcul de Re ch(ﬁ,mE,n)

La détermination de l1a déviation de Re ch par rapport au
résultat habituel, provenant du fait de la modification de 1la
FDM, n'a pas un grand intérét car, comme nous 1'avons aussi mon-
tré dans le cas ol 1'effet de 1'élargissement était pris en con-
sidération (cf. (I.a) partie II), cela correspond & une déviation
de fréquence des modes. I1 est cependant instructif de donner un
ordre de grandeur de cette déviation.

D'aprés (III.12), on a, en utilisant les mémes notations
qu'auparavant,

. d‘ﬁf.%re(ﬁ,n)
QL ,» wpe aw
Re z3"(K,up.n) =—-——-2-p.p.J - , (I11.18)
nok (g = k.w)

ol p.p.I désigne 1'intégration au sens de la partie principale.

Comme Ta fonction Fe est indépendante de 1'angle ¢ 1'opérateur

> 3 5 -
k.= est donné par :

aw

~¥

-84 3
w 86

> 3 > -~ 3
K.— = k.w == +
Ao ow

avec cos 6 = U.W, K.W = kur kg 1 - u? cos ¢ et E.éa = -k"M 1 - u?

+ klu CO0S ¢; u = cos 6.
Maintenant, le second membre de (III.18) s'écrit
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dw 3 >
> oF —= =F_{Wn
p_p_{_de 8 €Wn) + Qo { W el )
w -
QK = K.w

w k

2 / 2 .
, J gﬂ_[-(l-u Yky + kv 1-u° cos ¢l Fe(w,n)}
" (2 -k wi) = Kk wy 1-uZ cos ¢ o ’

et la premiére intégrale donne le résultat habituel tandis que
la deuxiéme et troisiéme intégrales donnent des corrections a
celle-ci. Pour calculer les deux derniéres intégrales, on déve-
loppe la fonction Fe autour d'une maxwellienne et 1'intégration

sera coupée au point w = (Un)1/4. On trouve que, pour (Gh)1/¢>§&
la partie réelle de ch est donnée par :
=72
4Q =2
Re CSL(K,wi,n) = —fL?(l = :;? J e ™™ dw
o -2 (IIT.19)

2 dwe ™ )

+ (k/k)2 (un) J_ 174 (W2+U2)3/2
un

(

la solution de Re CQL(K,wE,n) = 0 méne &
= ;= +1/2
o) = (14 13 1@ Y2,
o 1'on trouve que la déviation de fréquence est :
= = 1/2
]Awk/wkl = [Qk|(un) P

Revenons au calcul du taux de croissance. En utilisant (III.12.a)
et (II1.17), on peut le mettre sous la forme :

QL _ mm &> > - i
'k b V/BM(1+k2AS)3 [k.U(n) k] ’ (1L-20)

et ﬁ(n) est donné par (ol nous avons considéré seulement le cas
ap < (i) M%)
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o —2

- - ZWdW e-w
u(n) = ull - n (III.20.a)
(n) [ 1) /4 (W2+62)3/2]

D'aprés les expressions (III.20) et (III.20.a), on trouve que

la vitesse de dérive &lectronique ﬁ(t) = ﬁ(n) décroit (avec n)
d'une maniére monotone et tend vers zéro. Ce qui montre, d'une
part, que la FDM électronique s'isotropise lors de la relaxation
de 1'instabilitée et, d'autre part, que la source d'énergie, four-
nie par les électrons aux modes acoustiques ioniques, s'@puise au
cours du temps.

Pour montrer cela de fagon rigoureuse, nous cherchons 1la
solution de 1'équation cinétique des ondes. Nous procédons de

fagon a établir une relation entre n et a, ol compte tenu du fait
que le spectre Ik pique autour d'une valeur k = k = Aal//f, on a :

= MV, J dkk3uk(t) = wEvea ’
0

oo
3

qui devient, avec T = anet,

n .., (I11.21)

et cette relation permet d'écrire 1'équation cinétique en termes
de n au lieu de a. |

Revenons & 1'équation (III,12), ou aprés avoir intégré sur ? et
compte tenu de Ta relation (III,21), elle devient :

do _ 2 /m [u m

£ =5 o [_.%E&l - /"3'}?] , (111.22)
et U(n) est donné comme par (II1.20.a). A noter que 1'énergie
totale des ondes croit au cours du temps tant que la vitesse de
dérive est supérieure & la-vitesse du son et atteint un niveau

maximum dé&s. que U(no) = 2 /%%—cé qui donne pour Ny



93

ng = 31/3(% - v/% 2})4/3 , (111.23)

et le niveau maximum de 1'énergie est donné par

Goay @ 5 o o g - (111.24)
On trouve que le niveau maximum donné par (III.24) est trés infé-
rieur & celui obtenu par Kadomtsev ainsi qu'a celui obtenu dans
le chapitre I, en tenant compte de 1'élargissement de résonance.
A noter aussi que méme lorsque u = Vs
maximum est o = % g%ﬁs ce qui montre qu'une seule petite fraction
de 1'énergie dirigée est convertie aux modes acoustiques ioniques.

Revenons & 1'équation (III.22) qui est intégrable et donne

o - 2/ L] Taan - SEa]. s
0

et on trouve que o tend vers zéro asymptotiquement lorsque n at-

le rapport des énergies

teint une valeur n satisfaisant a

L. '
o, [ T(n')dn' . (111.26)
0

On aboutit & la conclusion que le rapport des énergies a croit
monotonement avec n et atteint un niveau maximum pour n = Ngs
donné par (II11.23), avant de décroitre vers zéro lorsque n atteint
une valeur asymptotique n, donnée par (II1I1.26) (ﬂm 2" (27[)4/3 no).
Ce comportement de la fonction n, qui varie de zéro d une valeur
n, lorsque le temps macroscopique t varie de zéro & 1'infini, per-
met de remplacer la variable t dans tous Tes calculs par n. Aussi
les résultats obtenus dans ce paragraphe pour,a et n, nous per-

mettent de déterminer la déformation de la FDM électronique.
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III.d. EVOLUTION DE LA FDM ELECTRONIQUE

Pour montrer comment la FDM évolue lors de la relaxation
de 1'instabilité acoustique ionique nous montrons, d'abord, com-
ment les premier et second cumulants varient au cours du temps.

Nous donnerons,ici, une série de figures qui élucide la
variation de Cl et C, en fonction de x = v/ve pour des valeurs
différentes de U, u, = u.v et n. Cy/w et T, sont tracés respecti-
vement surles figures (3) et (4), en fonction de x pour trois va-
leurs différentes du paramétre n. On remarque que 1) fllﬁ et C,
croissent avec n ii) Cl est toujours négatif pour Mo << 1 (ou
W est presque perpendiculaire a ﬁ) iii1) Cz croit avec x et atteint
une valeur maximum qui correspond & x = u et puis il décroit.

La figure (5) représente fl/W en fonction de x pour une

valeur fixe de n et pour des valeurs différentes de U
et on trouve, d'aprés cette figure, que EI/W dépend sensiblement

de u.

La figure (6) montre fl/W en fonction de x avec les mémes
conditions qu'en figure (5) mais pour une valeur différente de Hy -

Les remarques les plus importantes tirées de ces figures
sont

i) C1 > 0 pour My v 1 tandis que pour My << 1

. C1 <0

ii) fz est toujours positif et dépend faiblement de Hg

Nous passons a 1'étude de la déformation de la FDM élec-
tronique Fe(ﬁ,t) que 1'on décompose en deux parties : une partie
isotrope, indépendante de p = G.w, et une autre anisotrope qui

en dépend. En se rappelant que le terme dominant en C est

1
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gg-u, on peut développer la FDM électronique, donnee par (III.14),
W

Jusqu'au premier ordre en u dans le domaine w » (Un)1/4 (cette
condition découle de 1'inégalite 7% < 1) et elle s'écrit sous
W

la forme de Spitzer-Hirm [48]

—

W - 2un o= — 174 ,
Fe(w:n) = F.iso(wsn)[l = (W2+u2)3/2“], W > (un) (III.;?)

le que sur 1la figure (7) s‘explique par : pour x v 0, on a El #0
d'ol la fonction F150 devient inférieure 3 sa valeur initiale
tandis que pour x 2 1ona Ei < 0 (puisque y = 0 implique que

Ho VU << 1) et elle devient Supérieure a cette valeur.

L'expression (ITI.27) est utile dans les calculs des mo-
ments de 1a FDM que nous allons effectuer.

i. Calcul du premier moment

Le premier moment qui donne la vitesse moyenne des élec-
trons est défini par :

<F(t)> = U(t) = -}.-_j dVVF_(V,t)
no e
T % _L.f dWwF_(W,t) (I11.28)
no e

En substituant 1'expression de Fo donnée par (I1I.27), (I11.28)
devient :

o]

pal s
- _ > 47n W™ dw — ]
u(n) = u[l e [ Fion(W,on)l (ITI.29)
n, | _ =2 =2.372 "isol¥Ws | )
0 (Un)1/4 (wo+u©)
Pour calculer T'intégrale, on développe la fonction Fiso
autour de la fonction de distribution initiale (Tf. (I11.1)) et
on obtient : '
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An

u(n) = 3[1 - L
) 3/

+ O(Uzn)] (I11.30)
La décroissance de la vitesse de dérive électronique, d'aprés
(II1.30), montre que la FDM s'isotropise au cours du temps et
elle devient isotrope lorsque E(n) + 0, ou lorsque n = égl. Ce

processus d'isotropisation a lieu avec un taux donné par :

di(t)| _ 4 dn(t) _ 4
I dt ' PR = Varslt) (II1.31)

=

Lo o]

ou Vaff = TV, I dkk3dk(t) coTncide avec la fréquence effective

: 0
définie par Koch et al. [49].

ii. Calcul du second moment

L'énergie cinétique électronique par rapport a la moyenne
est définie par :

Ko(t) = 1 J d?(? : 3(t))2Fe(3,t) : (111.32)
et a 1'aide de (III.30), 1'expression (II1.32) devient

>/ 4 +>\2 >
K.(n) = o J dw(w + = u) F_(w,n I11.32.a
e 2 3/;]_- e ) ( )

L'intégrale dans (III.32.a) peut é&tre effectuée de 1a méme facgon
qu'auparavant et on obtient :

Ke(n) = Ke[l + ig%%ﬂln + o(an)z] ,

_ 3 2
Ke = gV

(I11.33)

On remarque que 1'énergie cinétique croit avec nsavec un taux
de croissance donné par :

1 d 1 d _ 4(m/M)
T qfelt) = g— a5 K (t) = v £ I11.34
T, dt'e K at Ke {) 5 Verflt) ( )
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D'aprés (IIT.31) et (III.34), on en déduit que le processus
d'isotropisation de 1a FDM est beaucoup plus rapide que celui du
chauffage des électrons. Leur rapport de grandeur est de 1'ordre

de M.
m

ITT.e. CONCLUSIONS

Dans ce chapitre, nous avons étudié 1'évolution dynamique
de 1a FDM électronique simultanément avec la relaxation de 1'ins-
tabilité acoustique ionique et nous avons montré que

1. La modification de 1a FDM aura lieu lorsque le rapport des
énergies a satisfait a o 2 (54)//;%;. Ce niveau seuil de 1'é@ner-
gie, étant trés petit, sera atteint rapidement et il devient
évident que la déformation de 1a FDM n'est pas un processus trés
lent comme i1 a été considéré dans la littérature.

2. La modification de 1a FDM électronique, qui est induite par la
contre-réaction des ondes, a lieu de telle fagon que la vitesse
de dérive électronique décroft. Ce qui ralentit la croissance
de 1'énergie totale des ondes, en méme temps que la FDM s'iso-
tropise.

3. L'énergie des ondes, aprés avoir atteint un niveau maximum,
décroit et tend asymptotiquement vers zéro pour une valeur de
n, appelée n_, donnée par n, = 31/3.'Compte't9nu de ce résul-
tat, on peut justifier le développement en cumulant tronqué,
sur lequel notre @tude est basée. On a, en effet pour une va-

) . €1 —4/3 5
leur maximum de n : |[— < u << 1, ce qui montre la va-
W Ty

1idité de notre étude.
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CHAPITRE 1V

EFFET DE L'EVOLUTION DE LA FDM IONIQUE

IV.a, INTRODUCTION

De nombreuses é&tudes, numériques (Dum et al. [36], Appert
et Vaclavik [50], et Ishihara et Hirose [51]) et expérimentales
(Bengtson et al., Wharton et al., et Piekaar [52]), portées sur
1'instabilité acoustique ionique générée par un courant de dé-
rive ont montré 1'existence des ions énergiques (produits dans
lTa queue de Ta FDM) et le r6le important joué par ceux-ci dans
le processus de saturation de 1'instabilité. Cette hypothése
avait été avancée par Vekstein et al. [53] dans une étude anté-
rieure ol cependant la dynamique de la production des ions éner-
giques n'a pas eté décrite. Ces auteurs ont simplement supposé
la formation d'une queue ionique et ont déterminé sa distribu-
tion asymptotique en imposant la condition de stabilité margina-
le du systéme,

D'autres études analytiques portées sur le méme probléme
ont été effectuées (Caponi et Davidson [54], Hatori et Sugihara
[55], Manheimer et Flynn [56], Choi et Horton [57], et Tukhiet
[58]) mais dans les travaux [54-56], 1'évolution de 1a FDM n'a
pas étée déterminée de fagon autocohérente avec 1'évolution de
1'instabilité. D'autre part Choi et Horton, sans étudier 1'évo-
Tution dynamique de 1a formation de la queue, ont proposé un
modéle pour celle-ci sous la forme d'une fonction maxwellienne
avec une densit? "iq (%épendante du temps) et une température Tiq
de 1'ordre de 1? - Y§n La densité de la queue est ensuite
déterminée par la condition de stabilité marginale. La densité
de ces ion$ reste cependant trés inférieure & celle observée
dans les expériences numériques récentes [50,51].
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Dans le but d'améliorer les résultats obtenus précédem-
ment, nous nous proposons, grdce a la méthode développée dans
Te chapitre II, de déterminer 1'évolution de 1a FDM ionique en
cohérence avec 1'évolution de 1'instabilité. Ce que nous étu-
dions dans ce chapitre, oG 1'étude sera d'abord menée dans 1le
cadre de la théorie QL, ensuite 1'effet de 1'élargissement de
résonance sera pris en compte.

D'aprés (II1.32), la FDM ionique est donnée par :

2
_(v-v0+Cl)
o 2¢,
F.(V,t) = J dv_F.(v_,0) & (IV.1)
1 A 01 0 m—g

ol rappelons que Cl et C2 sont respectivement les premier et
second cumulants d'une quantité stochastique A(t)

Cp = <A(t)>, €, = <A%(t)> (IV.1.a)
et la fonction A(t) désigne 1'incrément du modéle de vitesse

A(t) = [V(t)] - |V

IV.bs CALCUL DES CUMULANTS

D'aprés (IV.l.a), pour calculer les cumulants, on doit
calculer les valeurs moyenne et quadratique moyenne de i(t).
Comme au chapitre précédent relatif aux électrons, ce calcul

. -+ - —-> . . - .
peut se faire en posant v(t) = v + Av, ce qui fait intervenir
les cumulants de AV, lesquels selon les formules (III.3) peuvent
s'exprimer en termes du tenseur de diffusion B. celui-ci s'éerit
dans le cas des ions

&«
D =

. (1V.2)

¥y~
-
€
-~
i
=~
<
-+
-
Fay dat
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Nous effectuons ainsi le calcul explicite du tenseur de diffusion
successivement dans les cas

- du spectre isotrope, remplissant tout 1'espace k
- d'un spectre anisotrope remplissant le demi-espace K.

Le calcul de 3, qui est similaire 3 celui relatif aux
électrons, ne sera pas reproduit ici. Nous notons cependant qu'a
la différence avec les électrons, lesquels sont essentiellement
résonnants, les ions peuvent &tre résonnants ou non selon leur
vitesse. Dans le domaine résonnant délimité par v > C //?, on em-
ploiera 1'approximation [YK/((m+ k. v) +Y§)] = nd(w+ k v) et dans
le domaine non-résonnant ol v < C //?, cette fonction sera prise

5
comme ———z§—;—§ . Compte tenu de ces remarques, les résultats
(wg-k.v)
peuvent se résumer ainsi

IT.b.1. CAS DU SPECTRE ISOTROPE

- Dans le domaine résonnant des vitesses telles que v > CS//?,
on obtient :

, o, eyt o3 |
wi.at> = —= [ ar £ dkkoy (t'),
A
0 *
< %
4nC
<V.AV> = - S f dt'(l - v g%) J dkk3ak(t')
V' o Ky :
et . (1v.3)
8nC ® 3
> > 2 S dkk
<(V.AV)S> = — J dt' f - o (t'),
v ! L (1ekaly
s



101

_ eI, (t)
avec v =v/C, et a(t) = Sy
8n-T
e
En substituant les résultats donnés par (IV.3) dans les expres-
sions de C, et C,, données par (III.3), on obtient :

81rC 3
™ s 2 e S ] dkk 1
Cp = Cp/Cg = —; J ak J 7 o (th)

(IV.4)

!
]

- C2/2v

5 . = - > » .
ol on a délaissé dans le calcul de <v.Av> la contribution du

terme v g% qui est de 1'ordre de k*AD par rapport au terme
v:

retenu. S

- Dans le domaine non-résonnant, v < CS//f, on a :

* o 4C§ 3 2 1

<AV-AV> = —":2— dkk ak(t).—z""‘-“"

LA (A"-1)
2 o
4c;
g S E 1

Y AN & T*-z-- | dkk ak(t).m

V. o (1V.5)

(V.02 = act j dkk
0

2221

2ak(t)[Az : +-xLog(§§%)],

A = mk/kv

On remarque que pour v = 0 (ou A » =) on a <A3.A$> = 4o et
oat>, <(V.a%)% = 0. En substituant (IV.5) dans (III.3), on
obtient :

o0

2

2 2r°=-1 A-1
[ dkk ak(t)[hz_l A Log(r;T)]
0

o
[av]
'
<ru"=

(IV.6)

2 k=1

T, - é% Lm dkkzak(tJ[zI2:IYf o L°9(WIT)]
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IV.b.2. CAS D'UN SPECTRE ANISOTROPE

L'anisotropie du spectre est simulée par un spectre
d'énergie isotrope dans le demi-espace k.u > 0. Les calculs
des différents cumulants de AV sont fastidieux et sont présen-
tés dans 1'appendice C ol nous montrons que les expressions
analytiques des quantités en question différent selon la valeur
de Vs composante perpendiculaire de la vitesse s réferant
a la vitesse de dérive E. Pour des raisons de clarté, nous
présentons seulement, dans le cas résonnant, les résultats rela-
tifs a la situation v, < Cs//? car la situation ig¥e;se_ne repré-
sente qu'une faible portion des ions de 1'ordre e °© ', En dé-
signant dans le cas présent les fonctions & calculer par C; et
C%, les résultats peuvent se résumer ainsi

- Domaine résonnant (v > C./vZ), on a

. snc_ .t Ko dkk3a, (t')
B = [ de’ J 7.7
V', (1+k AD)
=k =k _-11_ -
i CZ/ZV, Ko = Ap /=2 1, v, = v,/Cg, (IV.7)
o
v, < 1VZ .

- Domaine non-résonnant (v < C./VZ), on a

o0

- & [ atanft - aftes3s) « os(i)]
o

=Yy
2 v,/ Vv
A )
+ 1+
o )
_VL/V
dkkZa, (t) (2 / (IV-8)
o A v
o 2 K 2l (), 0
133 i (A%-1) {(A2-1)( (A% vf/vz)lfz)
sz"/v _
+

* e .
(Az_vi/vz)s/z} = Lp/ev
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Av
2o I
A = A=y /vT O —, B_ = (1%
¥ LT or Ty ;- (L F v/

Nous discutons, dans ce qui suit les modifications des
cumulants en tenant compte de 1'anisotropie du spectre. Pour
cela, nous faisons la comparaison entre (C*,C;) et (C,,C,) dans
les domaines résonnant et non-résonnant :

- Dans le domaine non-résonnant, on réécrit Ei’ fz, E? et EE
sous une forme plus simple, en faisant un développement en ter-
me de-%@?) dans les formules (IV.6) et (IV.8) et on a

T, = 201 + 3§ V)
IV.6'

T, = 22 (14 5P e
1 = B

1/2 _
f; & Za(l + %?(%) uv)
E‘*«.»?-E(1+113)1/27) i .o .M (Iv.8")
g\z) ")~ s M=

Pour aboutir aux résultats (IV.6') et (IV.8'), on se sert du
fait que le spectre est piqué au k = ABI//?. On remarque que
les corrections dfanisotrOpie prises en compte dans f? et C; sont
essentielles car elles permettent de décrire 1'échange de la
quantité de mouvement des particules non-résonnantes avec les

ondes.

- Dans le domaine résonnant, on fait la comparaison entre (IV.4)
et (IV.7) et pour cela, on examine les cas v, 0 (vII nvov) et
vV, CS//?. Dans le premier cas, on trouve que, dans (IV.7)

1
K, » =« tandis que, dans (IV.4), K, # 0 et on en déduit que

C% > Cq et C§7> Co. Cela s'explique par le fait que 1'effet de

la résonanhce entre les ions et les modes, ayant un nombre d'on-
de k < K_, n'est pas considérée par les formules (IV.4) contrai-
rement aux résultats donnés par (IV.7). La méme conclusion peut

étre tirée aussi dans le deuxiéme cas.
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En conclusion,dans le cas des ions, il est fondamental de tenir
compte du caractére anisotrope du spectre d'énergie dans le cal-
cul des cumulants de la vitesse et par conséquent pour détermi-
ner la déformation de 1a FDM ionique.

Dans ce qui suit nous employons donc f? et f; et que
nous réécrivons sous une forme plus commode

™~
I
<4

(IV.9)

- -
1 =

N 0 dkkSak(t’)
n(v,,t) = mC f dt* J 2,
(1+k D)

ol la dépendance en v, est contenue dans la borne supérieure

-1

3 it
Ko = ap /=7 - 1.
i

On remarque que 1) ﬁ(vl=0) = gi n, ol n est défini au chapitre
précédent 1ii) pour décrire 1'évolution de la FDM ionique, on
doit déterminer f et fz qu1 implique la détermination du com-
portement de la fonct1on N (ou 1'évolution dynamique dell'ins-

tabilite).

Nous procédons & la description dynamique de 1'instabi-
1ité par 1'établissement de la condition pour que la modifica-
tion de 1a FDM ionique devienne significative. En reportant &
1'expression de Fi(vl,vl,t) en terme de C; et C;, on voit que
la condition requise peut s'obtenir en comparant ZCE (v v Cs)
avec la v1tesse thermique ionique Vi . Lorsque 202 € Yia qui
implique n << T, /2Te, on peut approcher F. ( ",vl,t) par Fi(v,O).
Dés que n 2 T1/2Te la modification de 1la FDM ionique devient im-
portante. On peut également &tablir une condition sur le rapport
des énergies. En effet, on a ﬁ N %5 n et n, comme ordre de gran-
deur (cf. chapitre III), est donnéepar n v a/7/u/m/M, 1a condi-
tion n >

z Ti/2T, est donc équivalente & o 2 wr o=, . on peut

o
2Te
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donc postuler que : dés que 1'énergie turbulente atteint un
niveau donné "ao", la modification de Ta FDM ionique devient
significative et joue un r6le important dans le processus de
stabilisation de 1'instabilité acoustique ionique, ce que nous
étudions dans le paragraphe suivant.

IV.c, EVOLUTION DYNAMIQUE DE L'INSTABILITE

Comme au chapitre précédent, nous commengons par 1'équa-
tion cinétique des ondes

1]

2 1p(t) = 2vdh(e)1z(t)

at
(1V.10)

UECIEED 3L (t)

Ici on se place dans 1'hypothése inverse du cas du chapitre pré-

cédent a savoir que les électrons jouent un rdle déstabilisant
avec un taux de croissance constant donné par

Y-QL(t) = Yk = - /1Tm "k alors que la stabilisation
ke - ke 2-2,8/¢°
(1+k"Ap)

est assurée par les ions qui fournissent un taux d'amortissement
donné par :

3
TWw -
QL(t) 7ﬁ§ E%E [ dVF, (V,t) 6 (ug-k.V). (IV.11)
Dans cette formule, la fonction F, sera approximée par zéro pour
v, > C //? et dans le domaine comp]ementa1re, on utilise les ré-
sultats donnés par (IV.8') et (IV.9) pour les cumulants qui don-
nent, en vertu de (IV.1)

R -K(V,t) P
Fi(v,t) = 2 - [1 + erf/E V’tmv ] . (Iv.12)
F i 2
: 2V m Csvi¢29
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- a4 2
ol K(V,t) = ?%(v-4%/v4) , g = Ti/T

i'e
donné par (IV.9).
On intégre maintenant (IV.11) sur vV en opérant dans un systéme
des coordonnées cylindriques dans lequel le vecteur U est choi-
si dirigé le long de 1'axe z et puisque la fonction Fi est in-
dépendante de 1'angle, on obtient :

+ 8%/73, ¥ o= v/C et N est

i g ¥
; ZHZw% ; Cs/V2 K Fi(xbup/ky sV, ,t)
Yg,(t) = e J v dv J dx
i n_k, Jwy 171
ol k 0 -k v k. v z
L1 ( L1y 2
K Ky o
(IV.13)
Kyvy

Comme |x| < R << @g/k; . on peut faire un développement
en série de Fi et on obtient :

o 2c§m§ﬂ2 ; Wz W, _ kzvf
%i(t) = — % s I VidviFi(E“E*’Vl’t)[l + 0(“‘?‘)]
ol k0 s Wy
(IV.14)

On remarque que la fonction sous 1'intégrale sur Vi
- 4 2
(v-4ﬁ/v4)
2(T;/T +81/7")
permet de calculer 1'intégrale dans (IV.14) en utilisant la mé-

thode d'intégration asymptotique de LapTace (voir [59]) et le
résultat de 1'intégrale donne

se comporte

comme exp -

» 00 T /T5 >>1 (et ¥ << 1), ce qui

L, = TOR exp - K(a,n®)
v n*y = - (T./2T.) a : <
K kgcz ¢ VZ(T 7T +8n%/a%)
*
[1 + erf /2 K(an7) (1 £ 0(T:/T.)) »  (Iv.15)
161"]* 1 e

avec K donné par (IV.12) et K(a,n*) = K(v"=a,vl=0,n*) et
n* = %(vl=0).
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En reportant les résultats pour - et Y%% dans 1'équation ci-
nétique d'onde et en 1'intégrant sur tout 1'espace Kk, on obtient

I = S(n%)e, (IV.16)

Ale_K(—a"n*) ____3 — *
s(n*) = {A, - [1 + erf [3K(a.0 ) ]}
v 2(T,/T +8n*/7° el

/Z
m u 2\, A, = - T./7.
Ao "ﬁﬁ(’zc; - /3) Mt

avec

1 2m . =1

a ==/%,1=F Ay Ct
M

Pour aboutir a (IV.16), on a fait appel au fait que le spectre
est piqué autour de k = Aal//? et on a supposé que le taux
d'amortissement d@ aux ions @ vy dépend faiblement de 1'angle.
Sans résoudre 1'équation (IV.16), on peut étudier qualitative-
ment le comportement de a. En combinant cette équation avec la
relation

d*
o = g (IV.17)

on obtient une intégrale premiére qui donne a en fonction de n*
comme

-K(3,y) v/:j' —
e a"K{a,
o = Agn® - Ay J e _3[1 terf _Tgy_'u}
0 vf(Ti/Te+8y/a ) (1v.18)

oi le premier terme représente la création de 1'énergie due aux
électrons et le deuxiéme terme représente 1'absorption de celle-
ci due aux ions. En présence de ces deux effets antagonistes, la
fonction o(n*) aprés une phase de croissance Tinéaire atteint un
maximum pour une valeur de n* qui s'obtient de la solution de

1'équation Ho_ 0 (ou S(n*) = 0) et est donnée par :

dn®

(IV.16.a)
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np = ﬁ{Log[@(zre/Tiﬁﬁ/(?ﬁ @)]}1 (1V.19)

— %

ol pour aboutir & (IV.19), nous avons approximé e K(a.n") par
-5
a

*k
1o et erf(...) par 1 (puisque n* << 1). Maintenant la valeur

e
maximum de a s'obtient en reportant cette valeur de n* dans

(IV.18) et on a

*
o ~ A n

max o''o (Iv.20)

Avec A et ny respectivement donnés par (IV.16.a) et (IV.19).
Pour des valeurs de n* supérieures a n;, le second terme de

(IV.18) croit plus vite que le premier terme et la fonction o dé-
croit vers zéro pour une valeur limite de n* donnée par la solu-

tion de 1'équation a(n™) = 0, ce qui donne en vertu de (IV.18)

s a3 /5 - ST ave

ou pour obtenir (IV.21), on a utilisé les mémes approximations
da

que dans la solution de 1'équation - %
dn

Pour mieux voir 1'évolution de 1'instabilité, nous avons
calculé numériquement les intégrales dans (IV.13) et (Iv.18).
Les résultats de ces calculs sont montrés sur la figure (8) ou
a est tracé en fonction de n* et d'aprés cette figure, on trouve
que a croit d'une maniére monotone et atteint une valeur maximum
puis i1 décroit vers zéro conformément aux études analytiques
précédentes.

I1 est important de rappeler que, dans ce paragraphe, on
tient compte uniquement de 1'effet de la production des ions éner-
giques (résonnants) sur 1'instabilité. Concernant les particules
non-résonnantes, elles jouent un rdle important dans le proces-
sus d'échange de la quantité de mouvement avec les modes. Cette
guestion sera abordée plus 1oin dans le paragraphe (IV.f).
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Dans ce paragraphe nous avons &tudié 1'évolution de 1'ins-
tabilité, c'est-d-dire celle de o en fonction non pas du temps
mais de n* lequel varie de zéro jusqu'd une valeur limite n*
lorsque le temps macroscopique “t" varie de zéro a 1'infini.

Cela nous permet d'étudier }a variation de C? et C; et par con-
séquent d'étudier la modification de la FGM ionique.

Iv.d, EVOLUTION DE LA FDM IONIQUE

Avant de montrer comment 1a FDM ionique évolue au cours
de 1'évolution de 1'instabilité acoustique ionique, nous procé-
dons par voir Ta variation de C? et f; au cours du temps et aussi
pour des valeurs différentes des paramétres Te/Ti et u/ve.
La figure (9) montre f? en fonction de x = v”/CS pour v, = 0 avec
M/m = 100, Te/Ti = 50, u/ve = 3/4 et pour plusieurs valeurs de
n*. Aussi 1la figure (10) représente C; en fonction de v"/cs,
v, = 0 sous les mémes conditions que sur la figure (9). On obser-
ve ainsi les comportements suivants

i) f{ et C; augmentent lorsque n* augmente

ii) ET croit avec x jusqu'a x = % et décroit pour x > % tandis
que f; atteint un maximum pour x = 1,

En faisant varier u/ve et pour des valeurs fixes de n*, M/m et
To/T55 les cumulants CT et U; sont respectivement tracés en
fonction de v“/C5 sur les figures (11) et (12). On remarque que
C; dépend faiblement de u/ve pour x > 1 et aussi pour n* > T]./2Te
tandis que f: dépend sensiblement de u/ve.

Les figures (13) et (14) montrent la variation de E? et T, en
fonction de x pour plusieurs valeurs de Te/Ti’ en fixant les au-
tres paramétres et on observe que f; dépend faiblement de Te/Ti
pour n* < Ti/Tq.
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Nous examinons, maintenant, comment la FDM ionique évolue
au cours du temps. D'abord on écrit :

Fi(Vst) = Fu(V,t) + Fo (V,t)

19

ol Fic’

(corps), et Fiq’ celle des particules résonnantes (queue), sont
respectivement données par (IV.1) avec (IV.8"') et (IV.12). Sur
la figure (15), la fonction Fi est tracée en fonction de v, avec
¥, = 0 et pour plusieurs valeurs du paramétre n*. On remarque
que Fio (v > Cg/v2) croit avec n* tandis que F, (v < C,/V2) dé-

croit. Cela est la conséquence du mécanisme de production des

fonction de distribution des particules non-résonnantes

jons dans la queue de 1a FDM ionique.

La modification de Fic et Fiq conduit & une modification du nom-
bre des particules et de la température associés au corps et a
la queue de la FDM.

IV.e. CALCUL DE LA DENSITE ET DE LA TEMPERATURE DES PARTICULES
RESONNANTES (DE LA QUEUE)

Nous définissons la densité des ions dans la queue de 1la
FDM ionique comme

niglt) = [ dv F.q(V,t) (IV.22)
|V]>C/vZ

Avec dV = vldvldvnd¢ et la fonction F_iq indépendante de ¢, on
obtient :

1 11
niq(t) = 4nc§{f de f’f V4V, 4 jég J/E Vidvl}riq(g,vl,t),(Iv.23)
oo e
/z

ol on s'est servi du fait que 1a fonction Fiq(vu'vl’t) ~0 pour
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T ;% ainsi qu'elle est symétrique par rapport a Y dans Tle

domaine complémentaire : v, < B
1z

En effectuant 1'intégration sur Vl par la méthode de Laplace,

on trouve que la contribution dominante dans le second membre

de (IV.23) provient de la premiére intégrale et que

niglt) = 4n3/2¢3 I dE(Vi) FiglEs ¥, =V1ot) 3 (1V.24)
1
V2

oll l V/E/(dEK(E.V =0,n )) est le point de maxima de la fonction
Fiq dans le domaine d'intégration et la fonction K est donnée par
(IVe12)s

En intégrant par parties sur y, on obtient :

. -K(&=1/v2,¥, =0,n%)
nig(n®) (2T /T4)e

o /35(K3)°

(1V.25)

[1 - K! /-"(g% ““Z;Z)g 1//?]

il

' d v |
avec K' = HEK(E’V1=°’”*)’ Ko = K'(&= /?,v =0,n*) et g, = 1}/Te+16ﬂaf.

Le terme dans les parenthéses dans le second membre de (IV.25)
1

représente une correction de 1'ordre de ﬁ# v v Ti/Te
0
Au dela de 1'expression analytique (IV.25) pour niq/n0
nous avons calculé les intégrales dans (IV.23) numériquement et
les résultats sont montrés sur la figure (16) pour des valeurs
différentes de T,/T; et u/vg - On remarque, d'aprés ces résultats,

que

(n )/n, = —iq croit d'une maniére monotone avec n* et at-
te1nt une va1eur asymptotique qui correspond & 1'état a ~ 0
(ou encore n* - ”m)'
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- La proportion des particules dans la queue (Hiq) augmente
aussi lorsque les valeurs de Te/Ti et/ou u/ve augmentent. Ce
résultat est cohérent car lorsque u/v, (ou le taux de crois-
sance) augmente, la valeur asymptotique de n* augmente, d'od

Niq
- Lorsque les rapports Te/Ti et u/ve auygmentent de facon douce,

on obtient, pour Hi , des résultats correspondants quasi-

q
identiques.

- Les résultats obtenus par le calcul numérique des intégrales
en (IV.23) sont en accord avec ceux qui s'obtiennent de 1'ex-
pression (IV.25) avec une précision de 1'ordre de 2 %.

Nous calculons maintenant la température associée a la
queue de la FDM ionique

g () T4q(t) = %niq(t)(rﬂq(t) + 2T¢q(t))
(1V.26)

a d?(wf+yf)F1q($,t)
|V]2cs/V2
ol les indices | et L se référent au vecteur u.

Alors, on a, séparément pour les températures paralléle et per-
pendiculaire

1 1 1
o V2 vZ V2
I _ 2 o ZJ .
niq(t)Thq(t) 4nmcs{f dEE [ v, dv, o+ ] dEE vldvl} x
1 0 0
V2 . /%iz
% Fiq(gyvl,t) (IV.27)
et 1 LR
% /7 /7
15 & =3 - ;g
niq(t)Tiq(t) = ZnMCS{{ dg I vidv, + [ dg f vldvl} X
I 0 1,7
z 276

x'Fiq(g,vl,t) (1V.28)
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Les intégrales dans (IV.27) et (IV.28) peuvent étre calculées
par la méme technique utilisée pour le calcul de la densité et
on obtient

1oL e [1 - v (32 K'2/9)£ 1//7]
Tiq :T[l i /—g—( T ) ] (IV.29)
dg K.Z/u £=1//7
) A (1V.30)
" 2va :

Comme Ké N Te/Ti’ on voit que T‘Lq reste de 1'ordre de T.
En reportant les résultats (IV.29) et (IV.30) pour T“q et qu
dans (IV.26), on obtient le résultat pour T et on trouve

19
qu'en gros T iq AT /3

IV.f. CALCUL DE LA DENSITE ET LA TEMPERATURE DES PARTICULES
NON-RESONNANTES

De fagon analogue, comme au paragraphe précédent, on de-

finit 1a densité des ions non-résonnants (ou du corps de 1a FDM
ionique) comme :

|3[<CS/%?
ng(t) = [ aTF, (V,t), (1v.31)

ou Fic(v,t) est donné par :

o "o 2
Foo(Vst) = exp(-f°/2g) ,
FE B
T Csvi/?ﬁ
f=vs+ 33 + /3 b, (1V.32)
9= (T/Tg + 20 + /5 u7)
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On remarque que, pour a << T.;/ZTe on trouve que f = v, g~ Ti/Te
et par conséquent fic(v,t)'= fi(V,O). Dés que o atteint un ni-
veau du méme ordre de grandeur que Ti/Te (a %Ti/ZTe)’ la modifi-
cation du corps de la FDM ionique devient importante. Pour cal-
culer 1'intégrale dans (IV.31), on écrit dV = vZdvdudg 3 u = U.v
et 1'intégration sur ¢ résulte

+1 CS//f
"ic(a) = 27 I du I vzdvFiC(v,u,u) {IV.31.8)
-1 (]

On peut développer la fonction Fic’ donnée par (IV.32), jusqu'au
premier_ordre en p puisque son coefficient, qui est d'ordre

aVv . . P = . b e -
, est toujours inférieur & un dans le domaine d'inte-
2(T1/Te+2a)

gration. On peut, alors, écrire Fic sous la forme (Spitzer-Hérm) :

> . w150 \
FoolVoa) = FI3 (v,a)[l + uQ(v,a)] ,
avec
. (V+2)°
F159%vy,q) = g " (IV.32.a)
m viCS/E
et
150—, — 20, 2 o lla
Q(v,a) = =5v(v + —) - 2(13v + ==)
L v v
o= 2(T,/Ty + 2a). }

Maintenant, 1'intégration sur u dans (IV.32.a) est immédiate

et on effectue 1'intégration sur v par la méthode de Laplace
puisque la fonction dans 1'exponentielle (cf. (IV.32)) se com-
porte comme T,/T; >> 1 (ou é >> 1). Le point critique, appelé Vo
et qui satisfait a

- s, 2
h'(v) = [- (v_+ iu{V) + 2 Log V]' =10

est donné par Vo = //% + % /£2416a2. On obtient ainsi une expres-
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sion pour n;. en termes de o comme

n. (a ' 2aT -A-4a/8
ic ) _%(1 T e e (1 +A) ,
Mo i / 22
Ig—?rA(A-l)
C
(IV.33)
- 16a
A = 1+'-9'j'2-—.

D'aprés (IV.33), on remarque que "ic(a) décroit avec a.

En outre, nous avons calculé les intégrales dans (IV.31.a) numé-
riquement pour les mémes cas que sur la figure (16) et les résul-
tats pour Ni/Ne (en fonction de n*- a/AO) sont représentés sur
la figure (17) qui montrent que

i) Nje/Ng = ﬁic décroit avec n* jusqu'a une valeur stationnaire
ii) les valeurs de ﬁic diminuent lorsqu'on augmente To/T; et/
ou u/ve.

On calcule maintenant le gain de la quantité de mouvement
des ions non-résonnants qui est donné par :

|v|<CS//?
nc(@)Fila) = M F, (Vaa)
-4 1//2
o AT j V3dVFISO(V,0)Q(V,a),  (1V.34)
3 jc (Vo 1%) s '
0

On calcule 1'intégrale sur v par la méthode de Laplace et en
utilisant les résultats précédents, (IV.34) est ramené i

Picla) = 2 /30 + /or%reaal « MC, @ (1V.35)

On remarque que lorsque o = 0, Pic
quantité de mouvement croit avec a.

= 0, aussi le gain de 1la
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On étudie, maintenant, la modification de 1'énergie ther-
mique ionique associée au corps de 1a FDM. Comme au paragraphe
précédent, on définit :

21Ty = gnic()(The(t) + 2Tic(1))
V]<cy/v2 (IV.36)
-4 dW2F, (V,t)
d'ol
|V]<Cg/v2
I i > 2 2
nic(t)Tic(t) = M J dvv-u Fic(v’“’t)

En suivant 1a méme méthode employée précédemment, on obtient :
™ (a) = 7.9% = L1, + 247) (IV.37)
ic e’ o 2''i e ‘
De 1a méme fagon, on obtient pour ch(a)
T (@) = &(T, + 20T.) (1V.38)
ic A e’? '

d'od Tgc = T#c et

1?2

Tic(a) = (T; + 2aT,) (1V.39)

IV.f. COMPARAISON ENTRE LES RESULTATS ANALYTIQUES ET CEUX OBTENUS
DANS LES EXPERIENCES NUMERIQUES

Nous faisons maintenant la comparaison avec les simula-
tions numériques portant sur ce probléme en 1'occurrence celles
effectuées par Dum et al. [36], Appert et Vaclavik [50] et
Ichihara et Hirose [51]
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1) Pour un plasma avec des conditions initiales

T,/T, = 50, u/vg = 3/4 et M/m = 100, nous avons trouvé 9%y = 28
(cf. fig. (16)), ce qui est en accord avec le résultat C“obtenu
par Appert (qui est 30 %) tandis qu'il est supérieur a celui
obtenu par Dum et al. (20 %). Nous pensons que le résultat de
Appert et Vaclavik ne correspond pas & Ta valeur stationnaire

de Niq et i1 est &levé a cause du facteur "2" imposé dans les
équations (4) et (5) réf. [50].

2) Nous avons trouvé aussi que le rapport niq/"o dépend considé-
rablement du paramétre u/ve. Ce résultat est en accord avec
1'étude analytique de Choi et Horton [57]. Dans les expériences
numériques Appert et Vaclavik n'ont pas trouvé une dépendance de
niq/"o en fonction de u/ve, ce qui est plutdt surprenant.

3) Nous avons montré que la FDM, qui est au départ isotrope,
devient anisotrope, ainsi que les queues paralléle et perpendi-

culaire sont caractérisées par des températures Tﬁq et T#q
avec Tiq >> Tﬁq' Ces résultats sont en accord avec ceux donnés
en [51].

IV.g, COMPARAISON AVEC LES RESULTATS DU CHAPITRE PRECEDENT

Nous discutons & présent les conditions de validité de
notre étude dans ce chapitre (et dans le chapitre précédent) ol
1'on a considéré uniquement la modification de la FDM ionique
(électronique). Les conditions de validité constituent 1'ensem-
ble des conditions selon que 1la modification de 1a FDM électro-
nique (ou ionique) est dominante au cours de la relaxation de
1'instabilité. D'aprés les résultats obtenus, on trouve que la
formation de la queue ionique a lieu avant ou aprés la modifi-
cation significative de 1a FDM électronique suivant que 1'on se
trouve respectivement dans le cas Ti/Te << U3/ﬁ7ﬁ ou
T;/Tq >> 33/57ﬁ. Cette condition s'obtient par 1la comparaison
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des rapports des énergies obtenus dans 1'hypothése ol la satu-
ration est due & un seul processus qui est soit la modification
de la FDM électronique, soit 1a formation des ions énergiques.
Lorsque les conditions précédentes ne sont pas fortement satis-
faites, une modification sumultanée de la FDM électronique et
ionique aura lieu au cours de la relaxation de 1'instabiliteé.

On note,ici, que Tla condition T./T << 33/ﬁfﬁ (ou Ti/Te>>'UB/ETM)
est une condition nécessaire pour justifier la validité de 1'hy-
pothése de délaisser l1a modification de la FDM électronique (ou
ionique). La condition suffisante se détermine par le rdéle domi-
nant dans le processus de stabilisation de 1'instabilité acous-
tique ionique. On obtient cette condition par la comparaison des
valeurs maximales de o obtenues dans ce chapitre et le chapitre
précédent. On trouve que la stabilisation due & 1a formation de
lTa queue ionique (ou due & 1'isotropisation de 1a FDM &lectroni-
que) est dominante suivant que 1'inégalité n3<< N, ﬁ (cf.
(ITI.19) et (II1.23)) (ou 1'inégalité opposée) est satisfaite.
Pour obtenir des valeurs concrétes de Te/Ti' u et m/Mqui satis-
font aux inégalités précédentes, la fonction n:-no % est repré-
sentée sur la figure (18) en fonction de u/ve pour des valeurs
diverses de Te/Ti et M/m. D'aprés cette figure, on trouve que le
processus d'isotropisation de 1a FDM &lectronique est dominant
pour stabiliser T'instabilité acoustique ionique lorsque M/m est
trés grand et u/ve > 0,3 tandis que pour un rapport des masses pas

trés grand et u/ve > 0,5 Ta formation de la queue ionique est
dominante.

IVih, CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons é&tudié 1'évolution dynamique
de la FDM ionique simultanément avec la relaxation de 1'instabi-
Tité acoustique ionique et nous avons montré les points suivants :
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ne

la formation de la queue ionique aura lieu dés que le rapport
des énergies o satisfait a o » U(Ti/ZTe) tandis que la modi-

fication du corps de la FDM ionique aura lieu pour o < (T&/ZTe).

v

le rbole des ions dans le processus de stabilisation se mani-
feste de la fagon suivante : les ions non-résonnants sont
transférés au domaine résonnant griace a un gain de quantiteé
de mouvement lors de 1'interaction avec les modes et ensuite,
ils jouent un rdle stabilisant. On remarque que la stabilisa-
tion par les ions conduit au fait que : 1'énergie turbulente

o’ croit jusqu'a une valeur donnée (appelée o ) et puis

ma x
décroit vers zéro. On a montré aussi que

C
n*(= . J dt'veff(t'g varie de zéro jusqu'a n: ol n: 2
Ce qui nous améne & examiner la condition de validité du dé-
veloppement en cumulant tronqué, employé au chapitre II, et
C n* X
: - . 1 oo
qui, dans le cas présent s'exprime par |— "\ < &l
? Ve, 27
Ce qui montre que notre étude est cohérente.

En outre, d'aprés les resu]tats montrés sur les figures (16)
g n1c %* .

et (17), on trouve que (n ) + ) = 1 jusqu'd une pré-

cision de 2 % qui est du méme ordre de grandeur que le para-

métre du développement en cumulant ~ > i—?l~ (cf. fig. (8)).
Nous montrons dans 1'appendice D que 1'effet de 1'élargisse-

ment de résonance sur la modification de 1a FDM ionique est
important qualitativement plut6t que quantitativement.






120

CONCLUSIONS

Le but de cette thése était : 1'@tude du mécanisme non-
linéaire dominant de saturation de 1'instabilité acoustique
jonique. Puisque toutes les études existantes découplent le
systéme des équations qui détermine 1'évolution de 1'instabi-
1ité et de 1a FDM de fagon autoconsistente, en imposant une hy-
pothése soit sur 1'évolution de 1'instabilité, soit sur 1'évo-
lution de la FDM, en conséquence les résultats obtenus ne sont
pas cohérents. Nous étions amenés & développer une méthode ana-
lytique (chapitre II, partie I1), par laquelle on peut détermi-
ner 1'évolution de 1a FDM en cohérence avec 1'évolution de
1'instabilité.

L'étude de saturation de 1'instabilité acoustique ioni-
que en utilisant Ta formule obtenue pour 1a FDM (chapitre II)
montre que

i) La FDM électronique, qui est initialement une Maxwellienne
déplacée, s'isotropise au cours du temps du fait que la
vitesse de dérive décroft au cours de 1'évolution de
1'instabilité. Autrement dit, 1a source d'énergie fournie
par les électrons aux ondes s'@puise, ce qui réduit le taux
de croissance.

ii) L'évolution de la partie isotrope est un processus trés lent
et 1ié au chauffage des électrons.

iii) La modification de 1a FDM électronique constitue un méca-
nisme dominant de saturation de 1'instabilité dans un
plasma ayant un trés grand rapport des masses et u/ve:>0,3
(cf. fig., (18)).

iv) La FDM ijonique, qui est initialement une Maxwelljenne pure,
devient anisotrope. '
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vii)
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Les ondes cédent une partie de leur quantité de mouvement
aux ions non-résonnants et les derniers se transférent au
domaine résonnant od ils contribuent au processus de sta-
bilisation. Ce processus appelé "la formation des ions
énergiques dans la queue de la FDM", peut constituer un
mécanisme de saturation efficace lorsque le rapport des
masses n'est pas trés grand et u/ve > 0,5 (cf. fig. (18)).

L'effet de 1'élargissement de résonance sur la modifica-
tion de 1a FDM ionique est plus important qualitativement
que quantitativement.

L'étude que nous avons menée montre que 1'énergie totale
des ondes croit d'une maniére monotone et atteint une
valeur maximum et ensuite elle décroit, ce qui est en ac-
cord avec les simulations numériques récentes [46].

La méthode que nous avons développée, €tant indépendante

de 1'origine de la turbulence, elle pourrait étre employée

aussi dans 1'étude des phénoménes 1iés @ la connaissance

de 1'évolution de la fonction de distribution, comme par

exemple

i) dans 1'étude des phénoménes du transport anormal dans
un plasma produit par laser et aussi dans le vent so-
laire

ji) 1'étude de relaxation d'une classe des instabilités
générées par une anisotropie de température (TII >> Ti
ol les indices se référent @ un champ magnétique cons-
tant).
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APPENDICE (A)

ETABLISSEMENT DE L'IDENTITE (11.32)

Pour établir 1'identité (I1I1.32), nous utilisons la techni-
que d'induction. Nous commengons par le premier membre de (II.32) :

n
P e

(exp bA)exp(ipv) = 1 1 (bﬁ(bﬁ(...)bﬁ)bﬁ)exp(ipv), (A.1)
n= :

> =

avec A = g% et b = b(v,t). Nous écrivons & présent le m-terme
m
— R

(bA(bA(...)bA)bA)exp(ipv) sous forme de polyndme de la fagon sui-
vante :

m=0 (bA)%exp(ipv)

]

exp(ipv)

m=1 (bA) exp(ipv)

(ipv)exp(ipv)

m=2 (bA)2exp(ipy) [ (ipb)2 + ip(bﬁb)]exp(ipv)

m=3 (bA)3exp(ipy) = [(ipb) + 3(ip)% (bAb) + ip(bﬂbﬂb)]exp(ipv)

m=4 (bA)lexp(ipv) = |(ipv)* + 6(ip)3b2(bAb) + 4(ip)Zb(bAbAb)

+ ip(bAbAbAb) + 3(1p)2(bﬁb)2]exp(ipv)

m=n (bA)Texp(ipv)

1l

[ (ip6)™ + €5 (ip)" " 'b" "% (bhb)
+ ¢3ip)" %" 3(bAbAb) + ... +

+ ip(bAbAb...Ab) + ...]exp(ipv) (A.2)
fa——_ Vo, Y
n
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Lorsqu'on substitue de (A.2) dans (A.1), on trouve que le
coefficient du facteur (ip) est :

n
— i g e,

(b , (bAb) . (bAbAb) (bﬁbﬁ...bﬁb))
71 31 e nl :

o, pour alléger 1'écriture, on a délaissé les parenthéses inté-
rieures : par exemple

(bAbAbAb) = bﬁ(bﬂ(bib))

ce qui est le coefficient du facteur (ip) dans le second membre
de (II.32). De 1a méme fagon on peut montrer que le coefficient
de (ip)2 dans le premier membre est le méme que celui associé a
(ip)2 dans le deuxiéme membre et par induction, on aboutit a
1'identité (II.32).
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APPENDICE (B)

CALCUL DES CUMULANTS DANS LE CAS D'UN SPECTRE ANISOTROPE

Pour calculer les premier et second cumulants, on
P . &> - > > 2
est amené & calculer 1les moyennes <AW.AW>, <(W.Aw)">
ainsi que <w.Aw>. Comme nous 1'avons vu, il suffirait de calcu-
ler le tenseur de diffusion et ces quantités seront déterminées
d 1'aide des relations (III.6.a), (III.6.b) et (III.6.c).

Maintenant, avec un spectre anisotrope décrit par
Ip =2 (t)o(u), u = k.u, on a :

k2 dk

(2m)>
(8.1)

2m 1
2e2ﬂ
05 = 25 J de | du | kykjI (t)8(a-b cos ¢)
0 0

a = W - k.w"u 5. b = kwlv Tt ™y F.d & Ny,

D'aprés (B.1), la composante D,y est donnée par :

2 2'“' 1 4
D, = 25 J dé J du <91 (t)(1-u8)cos?e8(a-b cos ¢)
m (2m)
0 (o]
{B.%.a)

Avec un changement de variables x = cos ¢, 1'intégrale sur ¢
donne

* 2 5 2
2 axy §(a-bx) = L4 3 b2 > a® Oua - B <u<a+B

[1 J/1-x2 / b?-a?

_ 0 ‘ a2 > b2 5

(B.2)
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=

)

v v
L
et o = T%A’ B = o Vv 1—A2 s A = F%' Comme (a+B) est toujours
inférieur 3@ un tandis que a-g < 0, 1'intégrale sur u devient :
a+B
2 g & 74 a-B si a-B>0
d b 1-
L (vys v,) = 2 ula (b ML) K= (B.3)
Il 4, 5D
A b*-a 0 54 a-Bg O

1) Cas ol a-p >0, ce qui implique v, < wk/k et 1'intégrale dans
(B.3) donne

2 .2
v ¥
1D (v ov)) = %%{xz ;é + E?f (1 - xz)} , (B.4)

2) Cas ol a-8 < 0, ce qui implique v, > w/k et 1'intégrale dans
(B.3) donne

2.2 2
(2) 2T I RTINS .
Ik (v",vl) * Ty [ucé— + 5? (1=X )][f + = Arc sin %}
Vi e 2( Vﬁ }
- — X - A%(2 + —~—) (B.5)
™ v? 2v2

Enfin, on a pour Dxx’ compte tenu du fait que lorsque Vs S wk/k

Qo

K .
1 (B.6)
K si v, < C C
i _ 0 X s L s _
S ; o sty s e/l
L - 'S5 L

et iﬁj) = Il((J)kve : IéJ), j=1,2 sont respectivement donnés par
(B.4) et (B.5). On peut aussi écrire D, sous une forme plus
commode :



126

. 3k, (£)T{D) (v, ,v ) v, < C_/VZ
*K k ety 8 1 s
0
e ] (e (1) B (2)
_ e 3 = H
0 =2 { | ko (TN (v + [ KBk (01§D (v v,
0 K
C
s
. :/-E < v < CS
3 2l Z .
J k3dkoy ()1 AR v, 2 C, (B.7)
| o
De 1a méme fagon, on peut calculer DX = Dyx’ sz = sz, Dyz = Dzy,
Dyy et D,, et on obtient, & 1'aide des relations (B.6.a), (III.6.b)
et (III.6.c), les résultats suivants
K
J dkk“a, (t") , v, < CS//Z
0
S 4nvg k Ko 3 = 3
<AW.AW> = dt' dkk“a, (t') + dkk“a, (t")A (v, sV, ),
— k k kY2 'L
v 0 0 K
0
C
s
;% <y < CS
g '
f dkk ak(t )Ak(v“,vl), vy 2 C. (B.8)
0
[ -
3 " W. -
. [ Ko (t')dkl¥¥) 4oy v < C V2
0
2nvg i [0 s "3 |
Y % 0 K
0
Cs
+ L2, ;% < v, < Cs
3 '
\ j dkk ak(t )Bk(vﬂ,vl), v, > C. (B.9)

0
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<CS

et
K
2.8
J k dkuk(t')Ck(vu,vl) PV, < Cs//?
0
2 4nv2 t Ko 3
Vo 0
) 3 . Cs
Ko
J dkk3ak(t')Ek(v”,vl), v, 2 Cg
0
(B.10)
% VeV
Alvpsvy) = 7+ 3 Arc sin —d—,
1=
W > 3
Bk(V"’V_L) = (" ""“":\',"" + W'T)Ak(vll’v_l.) s
aV
-2 -2
u v 2
R TN AE i) e < 2
Clvyavy) = = (1A7) + Splwiruw )™ s
v
E (vysv,) = AAZ(R.0)% - (2WP43T Wy + TF)
i —7
— v Vv —2
AU L 2 i o 2y 0
TV v
Vy W +T ., VoW, V=/vg> /o (B.11)

De par la complexité des expressions (III,9)-(I11.11), le compor-
tement des cumulants, appelé ici U; et E;, reste masqué. Ces
cumulants peuvent &tre représentés par une seule expression (uni-
quement pour v, > Cs) du fait que la proportion des particules

ayant une composante de vitesse vV, =W, < CS est négligeable, puis-
w<C .
' " d'ordre - bos dwF » (%), On trouve tte
qu'elle est d.or re ﬁ; dw e(w) & (EH)' n tr que ce
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proportion est inférieure a 1 % pour m/M = 1/100 tandis que pour
un plasma d'hydrogéne, cette proportion est suffisamment petite.
Ce qui nous permet de représenter Cj et fﬁ par des expressions

pour w, > C; et on obtient :
. : 4Trve t i 3 '
5 = == J dt J dkk ak(t )Ek(v”,vl)
0 0
© (B. 12}
oo e t dt' | dkk3a, (t"){A,( +B
1 - == A (LN ARV sV 4B (vy vy )
VW oo 4

-q.*-—
= 62/2w s

ol Ak, Bk et E, sont donnés par (B.11). On remarque que lorsqu'on
compare les résultats (B.12) avec les résultats obtenus dans le
cas du spectre isotrope (cf. (III.10)), on trouve que dans t?

les contributions dues & 1'anisotropie du spectre se manifestent
A VY
Tl

dans Ak(v”,vl), par le terme Arc sin » et puisque

1-22
_ by m , m ,
A = ™ 5} << 1 ; alors Arc sin(...) ~ A v"hm ik Ce qui

montre que les corrections dans C; sont d'ordre /i%u
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APPENDICE (C)

CALCUL DES CUMULANTS DANS LE CAS D'UN SPECTRE ANISOTROPE

Comme nous 1'avons vu, pour calculer les cumulants, il
suffirait de calculer le tenseur de diffusion puisque les quan-
tités constituant ces cumulants sont liées via (II.6a), (IL.6b)
et (II.6c). Dans le cas des ions, on distingue deux domaines

i) Domaine résonnant

Dans ce domaine le tenseur de diffusion s'exprime par,
avec un spectre anisotrope Ip(t) = 2l (t)e(u) s u = K.u,

2nel a2 2,
_ kit -++ "
TRE- 2 LR e R L

0 0 0 T (C.1)

i,J = X,¥»2

On donne, ici, le détail du calcul de Dxx et le calcul des au-
tres composantes se fait de la méme facon. Maintenant :

2l oA 2 2
D = _1%— I do J du J (1-u)“cos“¢ s(a-b cos ¢) 3
G 5 4 A (27) 7 ‘

B o= by = kv“u, b = kv, v l-u2 (C.2)

Avec un changement de variables & = cos ¢, 1'intégrale sur ¢
donne

+1 2 5
2 dEE s(a-b ) =2 \ —2 b2 > al

-1V 1-52 b2y bz-a2
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vy
et b2 > a2 implique a=-B < u < a+8 ; a = TTA’ B = “ﬁ_/q ,

A= mk/kv. L'intégration sur u donne le méme resu1tat qu'en
appendice B, et on obtient :

KOdek )i (v, v ) v<C_//2
)
3 T -
D = 2c3 j k ko (E) Ly ™ [vgsy, ) # J kZdkey (£) T "7 (v v, )
xx ~ “"s 0 K

C
7% < V_L < CS

J dkkaak(t)iﬁz)(VH,Vl) » - CS (C.3)

o]

avec f&j) = (Iﬁj)kcs), ou Iéj),j = 1,2 sont respectivement donnés
par (B.4a) et (B.5a).

Finalement on obtient, pour les quantités constituant les cumu-
lants, des résultats comme ceux donnés par (B.8)-(B.11) en échan-

geant v, par C., u = 0 et en multipliant (B.8)-(B.11) par le
facteur 4.

ii) Domaine non-résonnant (v < C./V2)

Dans ce domaine le tenseur de diffusion s'exprime par :

D.. = ez J H~EE~ k.k. YEI?
17 w2 ] (am3 1 (wp-K.V)%4+v$
2 cogr ksky Ip(t)
le® 23 dk 17 "k
= =y & p.p. - (C.4)
2m? 3t J (21)° (w, -K.%)?
Avec Iy (t) =21k(t)0(u), o= k.ou, 1'expression (C.4) pour

i, = ¥ dev1ent : (avec les mémes notations que dans le cas pré-
cédent)

t .27 1 o 2y 2
e e? y ; akkt (1-1%)sin oI, (t)
0 ; o .. o o (2m)7 (a-b cos ¢)

(C.5)
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Dans (C.5), 1'intégrale sur ¢ donne :

2T

dé sin"¢ _ 2mp___a i1 s s
L (a-b cos ¢)° —?[ ] e

2

La condition a2 > b% est satisfaite pour 0 < u < 1 puisque dans
le domaine non-résonnant v < wk/k et 1'intégrale sur y donne

]

1 2
Ik(v“svl) J dU(l-u ) 11

a.-.
2 e

(altes B33 + ool

vy /) 1 _ 1 ) - )
72\ (A=v, 7V) —) " 7.2
k2vE ! I

AV
A =/ Az—vi/vz T LB = (13 v/, (C.5b)

+ +

et (C.5) devient :
. 2 2 2,2
J D, dt" = 2c] [ dkk ak(t)(lk(v",vl)csk ) (C.6)
0

De la méme facon, on peut calculer les autres composantes, et "
obtenir, pour les quantités moyennes <AVAV>, <V,AV> et <(V.AV)“>,
les résultats

> > 462 ” 2
<AV.AV> = [ dkk ak(t)w(k,v“,vl) \
Voo
ac (™ dkkPo (t) ( Ay, /2y
<V.AV> = — I YA, v ,v, ) + ]
7 TaE [ R PLa J S
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o]

A,B
<(v.av)%s - 402 J dkkzak(t)[l - A(Iog %%% + 109(A+B_))
P+
0
+ kzw(l,vn,vl)] s
) Bl ) 1 i Vi ) . (C.7)
ol sVpsV,) = —5— + % )
L LT ( (Az-vi/vz)llz

Jﬂ.:F et B_ sont donnés dans (C.5a).
+

En reportant les résultats (C.7) dans les expressions
des cumulants, on obtient les résultats (IV.8).
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APPENDICE (D)

EFFET DE L'ELARGISSEMENT DE RESONANCE
SUR L'EVOLUTION DE LA FDM IONIQUE

Nous avons montré au chapitre II (partie II) que la FDM
est donnée en fonction des premier et second cumulants. Alors,
pour étudier 1'effet de 1'élargissement de résonance sur 1'évo-
Tution de 1a FDM (ionique), i1 suffit de déterminer les modifi-

cations des cumulants dues & 1'élargissement de résonance par
rapport aux résultats précédents.

Dans ce qui suit, nous effectuons le calcul des cumulants
en utilisant la fonction de résonance renormalisée. A 1'aide du
résultat obtenu pour cette fonction (cf. chapitre III premiére
partie et chapitre I deuxiéme partie), on peut montrer que les
moyenne et quadratique moyenne de la déviation de la vitesse sont
données par :

3 t 0
N 4CSN 3 _
CAV.OV> = S J dt’ f dkk ak(t')Pl(k.v,e(t')) ,
v
0 0
) ]
> > 1 > > 3 i 3 i ze2 .
<v.Av> = - F<AV.AV> + ZCS/F J dt I dkk ak(t )Ql(k,v,e(t 0 (D.1)
0 )
et+ g Amed O T3 2
<(V.AvV)©> = — J dE I dkk o (t')a Pl(k,V,e(t')),
V. o
avec
P, = [erf(L_) + erf(L+)]/2
Gy = a2y . . 2
1 ° exp{-L%) exp(-Ly) |/2¢, (D.la)

L= (V3 a)/2, a = (i+k216Y4/2, e = v,./kC

j/kbgs v = V/C,
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A noter que les calculs sont effectués dans le cas du spectre
isotrope. Dans le cas d'un spectre anisotrope, simulé par un
spectre non nul seulement dans Te demi-espace kK oo k.U > 0, Tle
calcul est lourd et dans le but que nous cherchons, nous nous
contentons de considérer uniquement le premier cas. On remarque
qu'en faisant ¢ - 0, les résultats (D.1) et (D.la) se rédui-
sent aux résultats obtenus par la théorie non renormalisée (cf.
(IV.3)). En outre les résultats présents peuvent étre écrits
sous forme plus commode du fait que le spectre est piqué autour
de k = ABI//?, oli en uti]is%nt les mémes notations qu'au chapi-

tre IV : (a,ﬁ,T) avec a = %%, T = %Vkalcst, les résultats
(D.1) s'écrivent
oo Ce
<AV.AV> = —=P(v,n)
v
2
-+ > Cs w A
<v.Av> = = —=P(v,n) + ZCSQ(v,n) (Da2)
2v
c4
(3405 = £ 2p(3,7)
v
avec ﬁ
PV = 4 [ aypy(Voe(n)
0
. (D.2a)
n
et Q(V,n) = J dyQI(V,e(y)) >

0

et on obtient pour les premier et second cumulants les résultats

T, = Cy/Cc = P(V,M)/V
D.3
Q(V.n) = vy o—h (02
Cq = 21 - P(v,n)/2v
v

On remarque que

- les résultats pour les cumulants donnés par (V.6) s'approchent
des résultats obtenus dans 1e cas de la théorie non-renormali-
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sée (cf. (IV.5)) lorsque v > a+2e car dans ce cas L_ > 1 et
on a L, > 1. Dans le domaine a < V < a+2e les résultats (V.6)
différent de (IV.5).

Qualitativement, puisque le domaine de résonance est élargi,
ce qui est équivalent @ considérer que le domaine de forma-
tion des ions énergiques est @largi. On s'attend alors a ce
que 1a proportion des ions produite dans 1a queue de la FDM
ionique soit augmentée, mais cette augmentation n'est pas sen-
sible et que 1'on peut 1'estimer, sans effectuer trop de cal-

cul lourd, par e x f,(a,t) < e . f.(3,t>») 20,1 x0,1 = 1 %.
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Résumé. — On étudie le probléme dynamique de la relaxation d’un faisceau cinétique d’électrons. La solution en
plateau a I'état asymptotique se trouve comme un cas particulier d’une famille de solutions auto-similaires exactes

de I'équation d’évolution quasi linéaire.

Abstract. — We study the dynamics of the relaxation of a kinetic electron beam. The asymptotic plateau distribu-
tion is shown to be a particular case of a family of exact self-similar solutions of the quasilinear equation.

The quasilinear theory of unstable waves is pro-
bably the best known in nonlinear plasma physics as it
has received extensive investigation since the pioneer-
ing works of Vedenov, Velikhov and Sagdeev and of
Drummond and Pines [1, 2]. In these papers, devoted
to the problem of relaxation of an electron distribu-
tion having a beam-on-the-tail, these authors arrived
at the same conclusion namely that the beam is flatten-
ed out in such a way that in the final state, a plateau is
formed irrespective to the detailed form of the initial
beam. This conjecture seems to have been consolidated
afterward by the work of Bernstein and Engelmann [3]
who gave a decisive argument in favour to the above
assertion. However, computational experiments do
not always confirm this theoretical prediction.

The aim of this short note is to remove, even par-
tially, the above apparent paradox. To this end, we
pay special attention to study the dynamics of the
relaxation of a kinetic beam first considered by Ivanov
and Rudakov [4]. We show that the diffusion coeffi-
cient which is proportional to the wave spectrum and
described by a nonlinear partial differential equation,
has a self-similar evolution in the form D = v"*2 @(z)
where z = v™¢, the various quantities are appro-
priately normalized, m is an arbitrary parameter and &
obeys a nonlinear ordinary differential equation
which can be analysed with some details. In parti-
cular, a choice with m = 1 leads to an entirely soluble
solution presenting the only possibility of obtaining
a plateau distribution in the asymptotic time limit.

We now consider an electron plasma composed

(*) Laboratoire associé au C.N.R.S.

of a thermal population havinga density n, and a beam
characterized by a density n; with n, < n,. The ther-
mal part is assumed to be Maxwellian with a thermal
velocity vy, the beam part is centred at a velocity U
and extends between the values v, = U — AU and
v; = U+ AU with U » vy and AU/U » (ny/ny)""?
in order to satisfy the kinetic beam condition. As is
well known, waves are excited in the early stage in the
domain of phase velocity v such that v; <v < U
with a growth rate of the order of y,, = n; U?/n, AU

From now on, we are only concerned with the beam
part whose evolution is described by the set of equa-
tions

oF 2 oF

- wlw =
oD 2 o OF -
E— = X DH, o =n (1)/”0 (2)

ne? . %
D = =5 dk | Etk, 1) ] &w — kv) 3)

where the notations are standard. The above equa-
tions admit an invariant

8 (D~ D,
o\ T =F—F, “)

here subscripts refer to the initial state (1 = 0). In
addition the function D can be described by a closed
equation resulting from a combination of (2) and (4) as

cD OF, 2 (D= P
g anuzi;9+ vzbi—i(——o), (5)

at v v v?
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It is worth noticing that D, can be neglected in the
equation except when D is vanishingly small. Bearing
this in mind we now solve (5) separately in the region
where F; is nonvanishing and in the region where it is
negligibly small, respectively.

1) vy < v < U. In this domain, equation (5) shows
that waves are built up, by means of the linear term,
and simultaneously diffused out of this domain by
means of the nonlinear term. A characteristic time,
t., of the evolution of the waves in this domain can be
estimated as that required to diffuse the beam by an
amount AU in velocity space, this yields ¢, = AU?/D.
Assuming that D maintains its exponential form, i.e.,
D = Dy exp(2 y,, 1), we obtain

t. = yn ' Log (2 yn AU?/Dy). ©)

Owing to the fact that the particles are evacuated out
of this domain denoted as the production range,
we speculate that a stationary state will be reached
at the end of the relaxation. Whenever such a state
exists, it is described by integrating (5) with D0t = 0
to give

d D -
73'(‘72) == M

where the constant of integration F can be identified,
by comparing (7) with (4), as the asymptotic value of F
in the production range. We then prove that in the
hypothesis of an existence of a steady state, the dis-
tribution function tends towards a constant value
which will be determined later on by requiring that the
distribution be continuous in the vicinity of the
frontier with the next domain we now consider.

2) vy < ¢ < vy. In this domain, the function F,
vanishes, equation (5), in terms of dimensionless
variables and function reduces to

N2
L (1;) ®)

it x? \ox

¥ = D/U%a. ©)

We can easily see that (8) admits a class of self-similar
solutions depending on a parameter m in the form

Y = x"*2 @(z)
(10)
z=X"T
and the function @ satisfies the equation
d " 14 m-14g
i — zm__ m 2 1
- Logd =m T z Iz (z@) (11)
which can be integrated once to give
& 5 L"_;;_'_ d mé_l. '
— |=m*z " — P 2
Log ( %) m G ) (J“ )
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where the constant of integration @, is the value of
dbatz=0oratt=0.

We now choose m =1 which gives for (12) a
completely soluble equation. The relevant function
can be seen as a nondecreasing function of the variable
z, it starts from the value @, at z = 0 and tends to a
constant value, @y, which is a constant of integration,
when z -» cc. The solution to (5) can be written
explicitly ag

1
Po bo @y

where Li denotes the logarithm integral function.
The function @ behaves in the limits of small z and
large z, respectively as

(13)

@ = Py + (Dm — Bo) exp(— l/zdpy) ; z <1
(14)
3 1 1 Lo (Y y
@ = @M 2 2 22 ¢M g a 3+ z > %

Turning now to the distribution function which can

be seen from (4) as a function of a single variable, z, as
1 .

Fe= T a% (z@). Using (14), we can see that F behaves

in the region where it is not vanishingly small as

52
F=FM(1--—';); z> 1 (15)
-1 12 Dy
where z,, = ¢y (0.5 Log (@y/do))""* and Fy = U

From the above analysis, we find that the relaxation
does not run simultaneously in each point of the
velocity space. For a given time, F is largest in the
vicinity of v, where z is largest, while it decreases
abruptly to zero at a smaller velocity which constitutes
the wave front whose position, x,,, can be deduced by
extrapolating the large z behaviour of F up to the
region where it is small, giving

Zm
Xm =

el (16)
As a result, the function F, like a heat wave, propa-
gates from t, towards smaller velocities. Behind the
wave front, the distribution function tends to flatten
according to (15) and reaches an asymptotic value
Fy in the limit r — oc. We require that Fy, = F, in
order to obtain a continuous solution in the vicinity
of ty.

The sketch of variation of the function F is sche-
matically plotted in figure 1 for some representative
times.

The quasilinear relaxation is terminated when the
wave front approaches the domain of thermal par-
ticles. Putting x,, = vy/U into (16) we obtain the satu-
ration time as
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Fig. 1. — Variation of the normalized distribution function,

F = UF,asa function of e 5 in the domain of resonant velocities
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for several values of t = (;—) wt.
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and the final level of the distribution function deduced
from the law of conservation of particles is F, = 1/U.

Let us now compare our work with that of Ivanov
and Rudakov. In our opinion our results are more
rigourous for a number of points :

RELAXATION OF A KINETIC BEAM
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i) In solving the diffusion equation, Ivanov and Ru-
dakov used the approximation v = U/ in the basic
equation, consequently, their solution cannot be
extended in the whole region of velocities. Their
solution however, is remarkably similar to ours.

ii) Without approximating the basic equation,
we have pointed the existence of many other solu-
tions (m # 1). Reserving the investigation of these
possible solutions to a further publication, we give
here only a brief comment whether or not they cor-
respond to a physical situation. Since they behave at

m—1
largez as Cf(zHT"ﬁ) where Cis a constant of integration,
it i3 obvious that a choice with 0 < m < 1 will lead
to a unphysical situation. Solutions corresponding
tom < 0 or m > 1 are acceptable; they behave as a
damped solution and do not give a plateau.

iii) We have been able to show the way to which
the distribution function is flattened behind the wave
front in contrast to ref. [4] where this assertion is
only conjectural.

As a conclusion, a plateau solution is not a unique
way towards which the distribution function evolves.
Non-plateau solutions have been observed in compu-
tational experiments [5] and their existence is theo-
retically explained by our work.

Finally we wish to express our thanks to the referees
of this article for their pertinent criticisms.
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RESUME

Dans cette thése nous appliquons Jes techniques récemment
développées dans la théorie de la turbulence & 1'étude de 1'évolution de

1'instabilité acoustique ionique, générée par un courant de dérive électronique.

Nous présentons une méthode permettant de décrire analytiquement et d'une
maniére autocoh&rente la dynamique de la déformation de la fonction de
distribution des particules en méme temps que 1'évolution de 1'énergie tur-
bulente. Nous avons ainsi discernéd les différents mécanismes de saturation
de 1'instabilité ainsi que leur domaine de validité.
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