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ABSTRACT

This thesis introduces a simple model made up for the
calculation of pressure effects in dense and partially ionized 3 D two
component plasma.
The technic used is the description of the overlapping of atomic orbitals
by means of interacting dipoles incased in one another.
By iteration of this procedure we get an effective two-body potential which

allows us to calculate line shifts of hydrogenic ions.

In conclusion we suggest a possible improvement of the method by substituting
a self consistent potential to the Debye one for the calculation of the

wave functions.
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NOTATIONS

Le systéme d'unité utilisé tout au long de ce travail est le

C.G.S.

ﬁ2
a a = ——— rayon de Bohr
o] o & eZ :
i+ ©
A ion de charge i fois e
D distance de Debye
e charge de 1'électron
. . ; V ; i+
Ei(s) énergie du niveau s d'un ion A
E champ é€lectrique
E énergie d'un niveau (n,2)
W
g dégénérescence d'un niveau
n
h constante de Planck
i degré d'ionisation d'un ion
e pour les e
g 2 5 . ) T+
j indice repérant les espéces ! ]J = i pour A
. (i+1)+
i+l pour A
1 potentiel d'ionisation
k constante de Boltzmann
2 nombre quantique orbital
s masse de l'espéce j
Nj nombre de particules de l'espé&ce j
n nombre quantique principal
oy densité de l'espéce j
P g polarisabilité d'un niveau
?

q charge d'une particule



extension d'un dipdle ou distance d'un

€lectron au noyau

extension minimum d'un dipdle en dimension

2

partie radiale de la fonction d'onde d'un

électron
température
potentiel d'interaction

fonction de partition interne de l'espéce j

(énergies comptées 3 partir du fondamental)
volume occupé par le plasma
potentiel d'interaction

inverse de la constante diélectrique vue

par le niveau n_

harmoniques spériques

fugacité de 1l'espéce j

fonction de partition canonique

fonction de partition grand canonique.

constante diélectrique "vue" par des

dipbles d'extemsion r

fonction de partition totale pour une

particule de 1l'espéce j
longueur d'onde thermique pour l'espéce j

fonction de partition interne (origine

des énergies quelconque)

potentiel chimique de 1'espéce j



angles en coordonnées sphériques

susceptibilité &lectrique "vue"

des dipbles d'extension r de 1la

couche no

par



INTRODUCTION

La fusion inertielle, que ce soit par laser ou par
faisceaux d'ions, a mis & l'ordre du jour un certain nombre de
questions concernant la physique atomique dans les milieux trés

denses que l'on obtient par compression.

Parmi les problémes les plus intéressants, signalons
l'ionisation dans la cible et les spectres de raies émis en

cours de compression.

L'étude de l1'ionisation est fondamentale pour comprendre
la propagation et le freinage d'un faisceau de particules chargées

dans un plasma dense.

Les spectres de raies et leur modification par 1'environne-
ment de 1'émetteur peuvent constituer un moyen trés puissant de

diagnostic des plasmas de fusion inertielle.

I1 apparait qu'aucun des modéles actuellement existants
ne décrit de mani&re réellement satisfaisante les phé&noménes "non-

thermiques" (ou de pression) qui apparaissent 3 haute densité et

basse température.

L'objectif de ce travail est de présenter un modéle simple
décrivant ces effets '"de pression" dans un plasma 3 deux compo-

santes, partiellement ionisé et dense.

C'est une extension en dimension trois des travaux de
Kosterlitz et Thouless basés sur les techniques du groupe de
renormalisation. L'effet du plasma dense et de l'interpénétration
des orbites atomiques va &tre décrit par des interactions de dipé-
les que 1'on emboite les uns dans les autres. En réitérant cette
procédure on obtient un potentiel effectif d'interaction & 2 corps.

Pour implémenter ce mod&le il faut une idée a priori de 1'é&quili-



.

bre d'ionisation et des effets '"thermiques'" du plasma : on utili-
sera une &quation de Saha généralis@e. On montrera que si on tra-
vaille & faible corrélation, le potentiel de Debye d&crit correc-
tement les effets thermiques du plasma. Ceci implique une limita-
tion de la validité des résultats au domaine A < 1. Notons que
cette restriction n'est pas 1iée a4 la physique "contenue" dans le
modé&le, mais plutdét & la nécessité de recourir 3@ des approxima-

tions pour mener & bien les premiers calculs.

Dans ces conditions 1'ionisation sera peu différente de ce
qu'elle est dans un plasma idéal. Par contre le spectre de raies
peut présenter des différences notables par rapport au spectre

d'un atome isolé@.

Dans une premi&re &étape, des calculs semi-analytiques du
potentiel effectif ont &té effectués pour 1'hydrogéne afin de dé-

terminer les ordres de grandeur des effets obtenus.

Puis le calcul du spectre a été accompli numériquement pour
des ions hydrogénoides. Il peut Etre facilement &tendu au cas des

alcalins.

I1 faut bien voir que les résultats obtenus sont surtout
qualitatifs, la physique atomique injectZe dans le modéle étant
insuffisante pour confronter avec précision nos chiffres a ceux
de 1'expérience. Et cela d'autant plus qu'il n'y a pas encore de
consensus expérimental sur l'amplitude et le sens des décalages

des spectres d'émission dans un plasma dense.

Nous allons maintenant rappeler les longueurs caractéristi-
ques et les paramétres sans dimension qui vont permettre de pré-
ciser les termes tels que : plasma idéal, dégéné&ré&, corrélé ou

classique.



Longueurs caractéristiques :

i 2
7 o EEE longueur de Landau
’ kT
3\!73
d = (Z_) ] —173 distance moyenne entre les ions
i
1/2
D = [ L ] longueur de Debye
~4ﬂe § + z 1 2T )
1
Te = longueur d'onde thermique des
/mekT Electrons

Paramétres sans dimension :

A= % paramétre de non-idéalité
A > 1 @& plasma fortement corrélé

on utilise parfois

ﬁ
i
e
-
I
v
s
-
n
o
o
0

Eanl
I

£ >> 1 & plasma classique

> e

(pas d'effets quantiques)

ne.%z paramétre de dégénérescence
ne.Ae >> 1 & plasma a8 composante
8lectronique dégénérée
d . .
L paramétre de Bruckner

r, % l < interpénétration des

orbites atomiques

A partir de ces paramétres on peut délimiter des frontiéres

(plus ou moins arbitraires) entre les différents types de plasma.

Nous allons travailler avec un plasma non-idéal, faiblement

corrélé, proche du point G, = 1, £ = 1.

On aura donc interpénétration des orbites, éventuellement

dégénérescence €lectronique, mais on a respecté la limite A < 1,

s\

* *



_3 \
hom. ™ A=1
e
g .
> _n=2,43.007
1030 plasma fortement %5
. corrélé ~ . e;?,ax i’?’\' 7
e W o
25 (s)
1077 < <
\ / . _ l
20 7 s
10 s
L
]OIS_ ;
1010"" plasma idéal
10° /
| - : plasma classique
/L1
| | {//,/l | | | T 1 | T h —
1 10° (i T [K]
£ =1 o= 1
n, ‘
[cm ]
n XB =1
e'e
1030_
el
]025 /!/"’ ’Ill, r =1
L/
dégénéreé ",7/ I’l// /// s
1020 = \“/I[’l ! zone d'intérét
16
10 = non dégénéré
10 "= 2
10° =
1 s
T T T 1 L L L S il
! 10° 15'% T [K]

CLASSIFICATION DENSITE-TEMPERATURE D'UN PLASMA A 2 COMPOSANTES (e-p)



CHAPITRE 1

EQUILIBRE D’IONISATION ET EFFETS SPECIFIQUES DES PLASMAS DENSES

1. GENERALITES

Nous nous intéressons d l'é@quilibre d'ionisation et aux

effets spécifiques des plasmas denses.

On va voir qu'il est possible de généraliser 1'é&quation
de Saha pour des plasmas faiblement "non-idé&al" (A < 1) avec ou

sans dégénérescence électronique.

Les calculs qui vont &tre faits auront surtout pour objet
de cerner les approximations que 1l'on wa utiliser pour obtenir

une pseudo-é&quation de Saha.



2. GENERALISATION DE LA NOTION D'EQUATION DE SAHA

2.1. GENERALITES SUR L'EQUILIBRE D'IONISATION D'UN PLASMA

On considére un plasma formé de plusieurs espéces de

particules et on s'intéresse 3 1'&quilibre de la réaction :

alv o AUGEDE e

i = degré d'ionisation de 1'Elément A
N, = nombre de particules de l'espéce K
Wy = potentiel chimique de 1l'espé&ce gx*
soit F 1'énergie libre - b

g ’ Y1 T 9N,

L'équilibre de la réaction se traduit par un minimum de 1'é&nergie

ui'dNi % pi+1dNi.+l * uedNe = 0
or dNi = *dNi+1 = -dNe
donc Be B Uy toH, .
% Bqui. i+ [ . P
Soit z, = e la fugacité de l'esp&ce A" , 1 &quation précédente

peut alors s'@crire :

T SO . (1.1)

Si on sait tirer une relation entre les z4 et les Ni on aura une

information sur le rapport des populations des différents niveaux

d'ionisation.



Pour un systéme de particules idéales et une statistique de

Boltzmann

(o]
. = . + k .
My ul(T) T Log n.
ny
dont on tire 1'€quation de Saha e K(T)
i+l e

1 o o o
o T PEIE (el Ty |
+
avec K(T) = ekT i+l "e "1

En redémontrant cette €quation dans un formalisme grand
canonique, on pourra dégager une méthode que 1l'on &tendra & des
plasmas non idéaux et & la statistique de Fermi pour les &lec-

trons.

2.2. LOI DE SAHA POUR UN PLASMA IDEAL NON DEGENERE

En formalisme grand canonique

Bu N +Bu No+Bus Ny

1w

ZG = Tr[e

— ” ik i+l)+ - g .
On considére que les 3 espéces At 5 A(l ) et e n'interagissent

pas (plasma idéal), alors

o0
, H, =} ug(ni) .
Nizo

Les 3 hamiltoniens agissent sur des espaces séparés, ils commut-
tent, aussi :

o]

ZG = ZG(i).ZG(i+I).ZG(e) avec ZGGJ = Trie

1

Calculons ZG(j) en fonction de zj

od j = i, i+l ou e (car le calcul est le méme pour toutes les

espéces).



©  Bu,N -BHO(N.)
ZG(j) = 5 e J1J Tr e 13
N.=0
J
oo Nj
Z.(j) = 2s Zi0NL
) N.ZO i 2
J
Zj(Nj) = fonction de partition canonique de Nj

particules.

On applique alors la statistique de Maxwell-Boltzmann, ce qui

nous raméne au résultat classique

N.
©.] v .
Zj(Nj) = ﬁlT’ _@j - e Uj (fonction de partition 3
J Aj 1 particule)
2 1/2
oll A, = (__h \ {
3 \ZwmjkT}
-BE. (s)
et : Gj =) g8s © ] (fonction de partition interne)
s
o0 NJ
On en tire donc ZG(J) = Z ﬁ_T(zij)
N.=0 "j
J
Z i P
i.e ZG(j) = e 1 J
9 Log Z
My & Ba et
Comme i i P s
J
Log ZG = z - Log ZG(j)_oﬁ seul ZG(j) dépend
jE{i,1+1,e de 20
0 Log ZG(j)
= N. = z, e
J J j
alz, ¢.)
donece N, = z J _J . z.. P,

h| J'BZJ- A



soit, en remplagant chaque Zj par son expression dans (I.1),

3
Ni. _ _'1_ Gi (Ai_'_l.le)
N'1+1'Ne ¥ Gi41°% li
Ni - l_ ade. ( m )3/2 ( hz )312
N.+1.Ne v 2-Ui+1 o, iwmekT

Les énergies qui interviennent dans les fonctions de partition

internes doivent &étre mesurées par rapport 2 la méme origine.

(i+1)+

Si on prend le fondamental de 1'ion A comme origine

alors Ei(s)

ES(s) - (Ei+l(0) - Ei(O))

o
i+1

E (s)

i+1

E (S) )

" . = . i+
Eg(s) = gnergie comptée par rapport au fondamental de 1l'ion AtT.,
On utilise généralement pour chaque ion une fonction de parti-

tion avec les énergies comptées par rapport au fondamental de

1'ion
-BES (s)
soit u, = E g e .
i 8 '
s
IeL - Ui+1 = ui+]
= BL
o = u;.e
avec I = Ei+l(0) - E, (0) énergie d'ionisation de Gl
N. m.
si on utilise n. = — et 1 =1 on a:
1 A m.
i+l
- oY ( hl )3/2 o8I
n., 0, 2.u1+L 2nmekT

c'est 1'équation de Saha sous sa forme "classique".



On va maintenant essayer de trouver des &quations ayant la méme

forme mais valable 13 ol cette &quation ne 1l'est plus.

2.3. PSEUDO LOI DE SAHA POUR UN PLASMA IDEAL AVEC
COMPOSANTE ELECTRONIQUE DEGENEREE

La composante Electronique est dégénérée mais le plasma
est idéal, on peut donc factoriser ZG. ZG(e) est maintenant 1la

fonction de partition grand canonique d'un gaz parfait de fer-

mions.
®3/2
On a Log ZG(e) = we.JL % z, [ L dx
VT eX+z
o e
3 Log Z,(e) 2 “ 1/2
N = z, 53 = we - T 2, f dx
€ e l/.‘!.T- e +2
1 (o] e
cf. Balescu p.162) ——— -
Fi72(2¢)

On note aussl Ne = me.

Le probléme de 1'inversion analytique de cette formule pour en
2
tirer z, en fonction de Ne a été résolu par Leonard: Rappelons

simplement son résultat

e 1 8(t) =t
ze=[ﬁ__(l--1.rij —'-—-2 dt):l

t

@
2V —-e-(Log(-t))I/2

-1 Ne
avec 8(t) = tan [

> 1/2 ]

(Log ¥) "~ 44 -
y(y+t) 43 1

e

2
— — t
/7 Vg

S
ot Y

La complexité du résultat rend préférable 1l'emploi d'approxi-

mations valables 3 faible ou forte dégénérescence.



- Dégénérescence faible

1/2
2 X
F (z ) = — =z J dx
3/2""e Ve e 4z
o e
] ' ( _ E (_l)n—l _zn
si Ize| < on a F3/2 ze) = 377
n=1 n
2 3
= ﬁg =z ;1 “e + Ce Ce +
0, el ,372 7 372 372

Le théoréme de Lagrange permet d'inverser une série

Dwighafp.IS)

y = ax + bx2 + cx3 +
pour obtenir x = Ay + By2 + Cy3 + avec les relations suivantes
A=l B = - 2 ¢ = —4(2b? - ae)  (cf.
a 3 5
a a
Ne[ Ne Ne 2
On en tire = =z, = =& ¥ B o= % C(——) + ]
Pl Pe Pe
_ -3/ 2 (1 _ 1 B
A =1 B = 2 0,353 C = (Z ;575) = 0,0575
Remplacgons z, dans (I.1), on trouve

ny uy n2 3z B(I+AT)
2T m kT -

{I.3)

On a gardé la forme de la loi de Saha,

déviation par rapport au cas non dégénéré.

et regroupé dans e

BAL la

AT =
e

e tog1 + 8(58) + o(52) + ...]




Les premiers termes du développement sont positifs, l'effet de

la statistique de Fermi est donc d'augmenter le potentiel d'io-
nisation. En effet l'énergie nécessaire pour introduire un nou-
vel électron dans le milieu augmente avec n_. Les formules trou-

N
" ¢ BNE -
vBes ne sont valables que si — < 1, or 2 = nekg paramétre de
e
s g 3 " 2 :
dégénérescence nele < 1 coincide avec 1'hypothése de faible

dégénérescence.

- Dégénérescence forte

]ze| > 1

Une intégration par partie donne

@

Ne 4 x3/2 X0 a
— = f e dx avec a = Bu (z_ = e)
®,. /3/“ ) (ex a+1)2 e e
N ® t
t = x=- o = rg = 4 [ (u+t)3/2 i 5 dt
pe 3T Lo (e +1)
-1/2
(m+t)3/2 _— %a”z t + %a 12 32 & ...
N -
= — 4 [I 3/2 + %Il ullz %12 o 172 + ..
Pe 3w/ b °
+ o0
n _t
avec I = I ‘jﬁfjiji dt intégrales de Sommerfeld
e (e +1)
-0
+ o +eo
On remplace [ par J car ef << 1 si t < -a
b = b
-a _ 1
car e = e 54 1
e

on trouve (cf. Huangip.225)

N 32 2 -1/2 4 -5/2

e ; {( ) ; ( ) Tz ( )
— = Log z + | Log 2z + Log =z * o
®e 4yt . 8 e A0 €

(=)}



Bu
Si on ne conserve que le premier terme et si on pose z, = e ¢
on trouve e © k % me
2 2 2413
_h 6n P : ;
I T (—5— ne) énerglie de Fermi
3/2 3/2 Ne
La factorisation de u = (Log ze) dans l'expression de —
e
32 —2 4 -4
- (x X s
donne 1 = (E;) [1 + 8(Log ze) + 640(L°g ze) +

2
y 5 _ - -
On en tire (cf. Kubo p.241) b, = uo[l 12(Buo)

[ O R = o R I
Po ® A o, T = ©

4 2 N (-2
_ ﬂ_(_i_) (_3) .
80 3V we
N 2/3 N -2/3 N -2
) g -eg) -
we we we
z = e
e
N
e
Ne Log\(p)
or 1l = — e
me
Ne BAT
Posons z = — g
e @
e
Ne NE 2/3 Ne -2/3 Ne\-—Z-l
On obtient AT = kTLLog(w—) + A(——) - B(r—) = c(um]
we Lpe pe we J

On retrouve une pseudo-équation de Saha similaire & (I.3) en

injectant Z s dans (I.1l).



on a A = 1,21 B = 0,680 C = 0,689

ce qui correspond & une augmentation du potentiel d'ionisation,

N
les équations trouvées sont valables si 63 = nelg >> 1 (dégéné-
e

rescence forte), c'est-3a-dire pour n, > R = densité critique.

A, e e 15 .3/2 -3

n = 2(—-—2——— = 4,828.10 «T cm

h

Exemple : T = 107 K = n = 1,5.1026 cm-3

Remarque : On peut traiter les deux approximations dégénérescence
faible et forte de la méme maniére en utilisant la

transformée de Mellin de ZG(e) (cf. Grand;).



2.4, PSEUDO LOI DE SAHA POUR UN PLASMA NON-IDEAL,
NON-DEGENERE

Nous nous intéressons maintenant a8 un plasma non-idéal,
c'est-d-dire avec interactions coulombiennes entre particules

chargées, défini par 1'hamiltonien :

q..q.
H = H° + Z _$_~l
i<j  Tij

ZG ne se factorise plus car les opérateurs ne commutent pas.

Pour un plasma & une composante :

N

™
1l

Il t~1 8
~N
N

—B(H0+ I u(rij))
Z = Tr|e 53 ‘

~

u(rij) = potentiel d'interaction entre 2 particules i et j.

Le développement en amas de Mayer nous donne :

& V]
Log ZG = V z b 22 avec % (25+1)J% 3
=1 A

tronquée 4 1'ordre 1, cette expression devient :

Log ZG =V jL(25+1) car b, = 1.
A3 1
On retrouve le résultat Log Z, = ®.z avec ¢ = V(Zs;l).

A
A 1l'ordre 2

_ N 2
Log ZG V(z + bz.z )
On peut séparer dans b2 la contribution des états 1liés (bg) et
la contribution des états de diffusion (bg).

(cf. Dewitt & Rogers7(]4)).



-BE - ...B_Ii ’
b, = V2 A3 5(22+])[E e n,L + "_1 e Zm iﬂ&igldp ¢
2 . dpP
n
o
B F - -
b, = b2 + b2 avec 6y(P) = déphasage des états de

diffusion.

I1 est intéressant de constater qu'il est possible de
trouver l'équation de Saha décrivant la formation des diméres

en considérant les états liés comme des pseudo-particules.

Soit zy la fugacité de la nouvelle espéce considérée.

Posons :

. v 02
z, = 2 = 2z, =z
_ Y v . B A2 F
alors Log ZG = V(z + zzb2 + z bz)
9 Log Z
N =7 G . v(X + 2bf32)
A 2
3z
o Log Z
n G N B
N2 = 2, gm = szb2
22
n o=z 4 2bg%2 ? =
=>
R N
By = %2 .\ %2 7 M2'TB
By
Bg = B 2 2
n
= AVET MY
n L n
o o m
I = énergie de dissociation, m' = masse réduite = 7.

On retrouve une loi similaire & 1'équation de Saha.



On peut traiter 1'équilibre d'ionisation

alt o aDY m

—

de 1la méme maniére en n'introduisant que 2 espéces : les ions
i+1)+ 2 : i+ : :
A(1 L et les électrons. Les 1ons A seront introduits par

AT )

la suite comme des états liés (A , e ). La formule (I.2)

se réécrit :

. e eBueNe+Bui+lN.+l-BH
G
[£e] co q .q
H= ) ) [HZ(Ne) + HY Q0 0) )y —42 ]
N =0 N. 0 = 1<) 1]
e 1+1
Le développement en amas nous donne :
Nl o um L ze
Log ZG =V X bg,m Zo Zi4 avec z, = (236+1)*§
f,m A
e
z .,
N _ i+1
Ziv1 T %41 3
AL
1+1
d'oli, si on se limite 3 l'ordre 2
a, "y N N2 2
= + + .
Log 24 V[ze N N T bﬂ%,bﬂzi+J

Le développement de Mayer ne convefge pas pour le potentiel de
8

Coulomb. Montroll et Ward ont calculé un développement quantique

en resommantla partie la plus divergente de chaque intégrale

d'amas. Deux résultats apparaissent

- On peut resommer les chaines d'interactions de Coulomb

pour obtenir une interaction effective 3 deux corps, 3 savoir

r
o {(i+1) D i+] . " . Zn
Veff(r) ES s e D potentiel de Debye "shifté'.
- On peut calculer be,i+! de la méme maniére que b,
(Eq. 1.4) en prenant les En % et 52 solutions du potentiel de

Debye "shifté"). On obtient :



= B + F
e,i+l e,i+1 e,i+1’
. - - % r\J
Par définition z. = 2.z .z .bB .
1 e i+ e,1+1
N N ny F Ny 2
donc L Z, =1V + + + "
°8 ‘g ‘ze Zi+1 i 2be,i+lze i+1 e,eze
+ z2
i+l ,i+171+1
i d Log ZG " %
et N. = — = Vz. =2 n. = 2zZ.,
I n, MY 1 1 L
Z 9 z
i 1

De méme si on ne tient pas compte des termes au carré :

", .
n = z 1 = z,
e e 1+1 i+1

. - PP v
la pseudo-&quation de Saha résulte alors de la définition de z.

que l'on peut réécrire :

n.
1 B
—_— = 2. ; 5
n be,1+1

B
Ce qui nous redonne en prenant be dans (I.4) :

si+1
n. 2 3/2, = -B.E
h ) (s )
n_-n. mm kT, P 5
—
. _ _f(i+] D i+
Les En,z sont solutions de Veff(r) = ( v e * 3 )
1+ 1 3 i+1
donc En,l = E;,R - lD avec Eé,i solution de VD(r) = -
- 1
By if w2 N2 s BE o 2\ B(I+A1)
= T 2\27m kT X (22+l)z € &
Mo Dis e 2=0 n
ol AT = 14l

(L.5)



i+] : Ve X
pour corriger 1'équation

(n.b. : on introduit souvent AI = -
de Saha, ceci est di au fait que la fonction de partition est
calculée avec le potentiel de Coulomb, ce qui n'est pas le cas
ici. Notre AI compense l'effet trop grand du potentiel de Debye

9
sur I. cf. Jackson & Klein).

En décrivant le plasma par l'équation (I.5) on n'a pris

en compte qu'une partie seulement des effets de plasma :

- On n'a pas tenu compte des états de diffusion

- On n'a pas non plus tenu compte des effets d'échange

et de corrélation

- On a utilisé les résultats au premier ordre des déve~-
loppements des fonctions de corrélations par rapport au

paramétre plasma (calcul de Veff(r)).

2.5. PSEUDO LOI DE SAHA POUR UN PLASMA NON-IDEAL AVEC
COMPOSANTE ELECTRONIQUE DEGENEREE

On a calculé (2.3) des augmentations du potentiel d'ioni-
sation valables 3a faible ou forte dégénérescence. Ces augmenta-
tions n'étaient dues qu'd la statistique de Thomas-Fermi pour un
plasma id&al. Si le plasma est non-idéal on utilise le potentiel
de Debye "shifté&" pour obtenir 1'équation (I.5). On peut cumuler
les deux procédures en prenant comme distance d'écran des élec-

trons dégénérés le rayon de Thomas-Fermi :

3n y1/6 4 m ez
g~k ( Te) ] e
TF ﬁ2

ce qui implique : —% = ; + ) (I.6)
D




4mn_e
Lo f——B  est remplacé par I
3
De kT RTF ,
3 n_.H
or la condition de dégénérescence n_.A_ > | implique = > 1]
e e 352 >
(me .kT)
donc Rop > D

Seuls les &lectrons contribuent alors & 1'E@crantage qui devient
moins important que si 1'on avait traité les électrons comme un

gaz classique de méme densité et tempé&rature.



3. EFFETS SPECIFIQUES DES PLASMAS DENSES

3.1. IONISATION DE PRESSION

On sait décrire le plasma de maniére satisfaisante dans

deux cas extrémes :

- pour A < 0,1 (c'est-d-dire & basse densité et haute tempéra-
ture) on a affaire 3 des plasmas faiblement non-id&aux qui

sont bien décrits par une pseudo-équation de Saha de type
(L:5).

-~ pour A > 100 (haute densité et basse température) le systéme
acquiert une structure de fluide dense ou de solide qui rend
trés appropriée une description par un modé&le d'atome moyen
(Thomas-Fermi). Le taux moyen d'ionisation peut alors &tre
calculé en prenant la densité d'électrons libres 3 la frontieé-
re de la cellule atomique, ou en sommant les probabilités d'oc-

cupations des niveaux atomiques.

De fait, on observe, dans les plasmas non-id&aux, une
ionisation plus élevée que ne le laissent prévoir les différents

types de calcul possibles.

Au del3d d'une certaine limite, la densité des ions devient
assez grande pour qu'apparaisse une superposition des fonctions
d'ondes des états excités (et méme des fondamentaux i plus haute
densité&). Les ions sont modifiés par la pression exercée par
leurs voisins : ce processus se traduit par une brusque augmen-
tation de 1l'ionisation avec la densité ; on 1'appelle iomnisation
de pression pour le distinguer de l'ionisation, dite thermique,
qui a lieu dans les plasmas idéaux ou faiblement non-idéaux.

Les modéles que nous avons vus (Thomas-Fermi et Debye-Huckel)
imposent une cellule atomique finie ; ils ne peuvent pas, bien

entendu, décrire 1l'interpénétration des atomes.



3.2. DEPLACEMENT DES RAIES

10
Rogers a montré que l'équation de Saha généralisée (I.5)

donne encore des résultats assez précis pour les plasmas faible-

ment couplés (A < 1).

On a vu qu'il fallait utiliser un potentiel de Debye

"shifté" pour calculer la fonction de partition.
Les conséquences en sont bien connues :

- abaissement du potentiel d'ionisation
- nombre fini d'états liés

- déplacement des niveaux d'énergies vers la limite d'ionisation

et passage progressif dans le continuum.

- déplacement vers le rouge des raies d'émission.

Si le potentiel de Debye permet de décrire assez bien
1'ionisation, il a pour inconvénient de prédire des déplacements
de raies trés importants et systématiquement vers le rouge. Or
1'expérience ne met en évidence que de petites valeurs du dépla-
cement, vers le rouge ou vers le bleu selon les &léments et les

raies observées.

Le calcul classique du potentiel de Debye se fait en
résolvant 1'équation de Poisson linéarisée. On obtient des dépla-
cements de raies plus petits mais toujours rouges en résolvant
1'équation de Poisson non-linéarisée (et Skupsk;;.

12
Davis et Blaha calculent un potentiel auto-consistent

complétement quantique. Ils obtiennent eux aussi des petits dé-
placements mais systématiquement vers le rouge.

13
Citons enfin Griem dont la théorie du P.P.S. (déplacement

de raie par polarisation du plasma) prédit des déplacements sys-—

tématiques vers le bleu.



4, REMARQUES ET PRINCIPAUX RESULTATS

Nous avons mis en évidence deux effets importants propres
aux plasmas denses : 1'ionisation de pression et le déplacement

des raies.

L'équation de Saha '"généralisée", moyennant un certain
nombre d'approximations que nous avons passées en revue, permet
de décrire 1'ionisation des plasmas faiblement non-idéaux. On
peut, de plus, tenir compte de la dégénérescence &lectronique en
ajoutant des modifications au potentiel d'ionisation et en pre-
nant le rayon de Thomas-Fermi comme contribution des &lectrons a

la distance de Debye.

Les déplacements de raies ne sont pas calculés correcte-
ment par les modéles existant actuellement. L'ordre de grandeur
des prévisions n'est pas toujours bon et surtout chaque modéle
prévoit une direction (bleue ou rouge) systématique des déplace-

ments.

Il est important de constater que ces déplacements de
raies sont importants alors que l'ionisation est assez peu modi-
fiée par la pression, c'est un indicateur des effets de pression

qui est plus sensible que l'ionisation.
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CHAPITRE II

MODIFICATION DE LA CONSTANTE DIELECTRIQUE
PAR DES INCLUSIONS REITEREES DE DIPOLES

1. GENERALITES

Au cours de ce chapitre nous allons exposer le modgle
simple qui va nous servir 3 prendre en compte les effets '"mnon-
thermiques" (ou de pression) du plasma dense.

Le point de départ est un modéle proposé par '"Kosterlitz
et Thouleﬁﬁimour décrire des transitions de phase dans un gaz
coulombien 3 2 dimensions. Nous verrons qu'il est possible d'ap-
pliquer une technique similaire & un plasma consid&ré& comme un

gaz coulombien 3 3 dimensions.

On en tirera une équation donnant la constante diélectri-

que en fonction de la distance au noyau.



2, MODELE EN DIMENSION 2

2.1. FORMALISME

On considére un gaz 3 2 dimensions de particules portant
des charges +*q. Le potentiel d'interaction est logarithmique.
Appelons extension ou séparation d'une paire la distance entre
les charges +q et -q d'un dipble. On introduit une coupure
(distance minimum entre 2 charges) r  pour Eviter les divergen-

ces & 1'origine.

L'hamiltonien du systéme est

> - 1 >
H(r,,...,5.) = = z u(|r., - ?.[)
1 N Z 8y i 3
i#]

> >

-+ = Ls ~ rj
avec u(lri - rjl) = —Zqiqj.Log - + 2u 81 © & r

= 0 si r <t

o)

21 est l'énergie nécessaire a la création d'une paire de parti-

cules de charges opposées 4 la distance r,-

2
On a <r2> = rz.Eﬂf—:—l valeur moyenne du carré de la séparation,
0
Bq® - 2
la polarisabilité d'un dipSle est proportionnelle a <r2>, on peut
; r : 3 _ a
voir qu'elle diverge a Tc VIR
D'autre part soit d = distance moyenne entre dipdle, alors
2 -28u
<(%) > = E—Ef——— << | pour T > TC.

R = 2



2.2. EVOLUTION DE LA CONSTANTE DIELECTRIQUE

2.2.1. Principe du calcul

On a vu que <r2> diverge a T = Tc' Les paires liées se
défont, on a un passage & un état conducteur, complétement
jonisé. La polarisabilité diverge & la température de transition.
Ceci suggére que l'effet le plus important de l'interaction en-
tre les différentes paires peut étre décrit par 1l'introduction

d'une constante diélectrique.

L'énergie d'une paire d'extension plus grande que d est
modifiée par la présence d'autres paires, plus petites, qui se
trouvent 3 l'intérieur. Ceci &tant justifié par le fait que
r2
<I—> << 1 nour T > T
a? L

La constante diélectrique effective croit quand on considére

des paires d'extension de nlus en plus grande.

Pour calculer cette constante diélectrique on considére des pai-

res d'extension comprises entre r et r + dr.

Soit p(r) la polarisabilité des dipGles de cette couche et

dn(r) 1la densité des dipbdles de cette couche.
La présence de cette couche induit une variation dX de la suscep-

tibilité &lectrique.

> ; ;
5 P = polarisation
Rappelons que P = n i >
1 Py = " d'un dipdle
> = . = .
P1 = p E (Th. de la réponse linéaire pour un
dip6le sans polarisation propre)
> =
or P =XE = X =m1nop

et dx(r) = dn(r).p(r)




2.2.2. Calcul de la polarisabilité d'un dipéle

&> >
Par définition p = g% <q f§ﬁ>E=o

en théorie de la ré-

ponse linéaire.

Soit 8 l'angle du champ &lectrique E avec 1l'axe du dipdle

P = q . 9 <r cos 06>
JE E=0

énergie d'un dipéle dans un champ E = -B.E

=GR e—Bu(r).equrcose

e facteur statistique
2m r+dr
o ( -Ru(r) BqEr%ose) .
J do I aE(rcosG.e .e JE=0 dr
o] ¥
=P =g
JJ e_BH d2r
p = qu.(rz cos 0> = quZrZ

2.2.3. Variation de la susceptibilité

La probabilité de trouver une paire & 1'intérieur d'une

zone est

r+dr

2w ) '
] P Bugpg(r)
dn = ~ il do dr' r
r
o O r
T
2 L}
(r') = 2u + 2q2 dr' = 2u s og(——)
Ueff rPE(rT) g(r )
r
(0]
2
_ 2Bgq
dn(r) = — zm.(i-;\ e(xy 2B 4
4 T }
IO fo]



30

1 -
dX(r) = dn(r)p(r) = dx(r) = “Z“que ZBUr3.(
rO
28 ZE(ng”‘
_ 2 =Byl r e(r) dr
dX(r) = mB8q (;“) =
(8]
Posons x = Log(li) dx = ax
T r
5
2gq’ Bt v et
¥ F ) 4 or D = + 2
— E—l
+ &= 2w
2
v _ de _ 2Bq
d/’( = ﬂ = dy = 2 dE
€
2
dy = - ﬁ(_y—u"_%__ 2mdX
28q
dy _ ~ﬂque"26“.e~Xy.(y+4)2 27
dx 2
28q
%% _ _WZ e_ZBu.(y+4)2 T
2.3. RESULTATS
2
Posons y(0) = 28q -4 et y+4 = y(0)+4
-8 =4 "
X = (ﬂe U.(y(0)+49 X
av oy
s B o ™ WY
Ay
y = (ﬁe BM‘(Y(O)+4g ; dx

T
X comme Log —/—
0

; 1
y varle comme —

v 1 v
Y = & ¥ X = e¢Xx

r

r

o]

2
28q

1),



T>T
c
0 R —i
x
c
T<T
c T
c
d’b v
Spolutions de ﬁ% =g Y
dx
1
pour T > T, = >0 quand r + ©

un dipble peut avoir une extension infinie

= 0 quand r = R
c

1
pour T < TC -

pas d'état 1ié avec T > R,

L'augmentation du nombre de charges libres donne un état

conducteur (complétement ionisg).



3. MODELE EN DIMENSION 3

3.1. FORMALISME

On considé&re un gaz 38 3 dimensions de particules portant
des charges *q. On gardera toutes les notations définies en di-
mension 2. Le potentiel d'interaction est le potentiel de Debye

+ un terme evitant la divergence & r = 0

u(]?i = ¥j|) et

i
I
fa]

D = distance de Debye X =

Si on considére un plasma d'hydrogéne, on peut le décrire avec
les notations précédentes. Les protons étant les charges +, les
E€lectrons les charges -—.

La neutralité électrique donne n, =n

R
bre (ne+n+)

Un état 1ié &lectron-proton sera considéré comme un dipdle ins-

-

tantané. L'extension du dipéle sera la distance r &lectron-

proton a4 un instant t donné.

3.2. EVOLUTION DE LA CONSTANTE DIELECTRIQUE

3.2.1. Principe du calcul

Nous avons vu qu'il est possible de modéliser 1'influence

du plasma sur un atome en remplagant le potentiel de Coulomb par



le potentiel de Debye. Ceci entraine un abaissement du potentiel
d'ionisation, un nombre fini d'états liés et un shift des raies
vers le rouge. Si on trace les probabilités de présence de 1'e
autour du noyau, on peut voir que les E&lectrons considérés com-
me 1iés dans le potentiel de Debye ont une probabilité de pré-
sence importante 3 une distance r > d : distance interparticulai-

re moyenne.

Exemple : Hydrogéne T = 105 K D = 0,869 a
(o]
T N 23 -3
D = 6,895 V/EE; B, = 2,24.,10 cm
1/ 3
- [3 i &
d = (4ﬂ) 'QTT? = 1,01.10 ~ 2,00

e
On peut voir (figures IL.1.4) que 1'électron a des

probabilités de présence non négligeables a r > d

Si le plasma est assez dense on a donc des atomes qui
sont "inclus" dans d'autres atomes. On peut généraliser 1'idée
de Kosterlitz et Thouless en considérant un &tat 1i& comme un
dipéle instantané. On a alors les paires liées qui s'emboitent
les unes dans les autres, chacune voyant une constante diélec-
trique modifiée par ce qui est & 1'intérieur. Cet effet de plas-
ma n'est pas pris en compte par le potentiel de Debye et on peut
espérer obtenir une ionisation supplémentaire due 3 1'apparition
d'un rayon critique pour l'extension des dipbles. On décrira ces

interactions entre paires, par une constante diélectrique.

De la méme maniére qu'en dimension 2, on peut gcrire :

dx(r) = dn(r)p(r)

3.2.2. Calcul de la polarisabilité

3 r.E
P 7 3E “% % E=0
ik
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Si on prend E orienté selon 0Oz et

-+

r orienté '+- repé&ré en coordonnées

sphériques

-+
r.

E r"E" cos B

P q.{% <r cos 6>

r r

[ 2=

pseudo-potentiel d'interaction 3 courte distance, tenant compte

2

e(r).r’

soit - (cf. Thése d&?tat

M.M.Gombert)

u(r)

de 1'écrantage et des effets qugntiques d courte distance. Le

facteur statistique pour prendre la valeur moyenne est :

~BH

r eBEqrcose_e-Bu‘;?

car 1'énergie d'un dipdle de moment dipolaire M = q? dans un

-+ >

-+
champ E est -M.E

-
E =

-B. (-M. ) BEqr cos 6

On prend la valeur moyenne avec un facteur intégrant

r’sin 0 .d6.dp.dr en coordonnées sphériques.

o , 2w r+dr
[ d6 sinb.cos8 f do [ dr' 3 PIETC0s8-B.u(D)]
p = 9 o . o r
oE b 27 r+dr
'[ d® sin® dmf dr' fz quEﬂhose'e-Buhﬂ E=0
- 0 0 r )

Effectuons

la dérivée avant d'intégrer et posons E = O.

Soient u,v respectivement numérateur et dénominateur de

l'expression ci-dessus, avec E 0.



& §E =

w r+dr
u' = qu [ d8 sinb.cos28.2n [ ar' e-Bu(f)
o r
m r+dr
v! = q I de sinb.cos 8.2w [ ar' e "Bu(®)
o T

il reste p = %T

r+dr

i m
qzc 'COB3B/3] ,.211-_'[ de' !'4 e"B-ll(l’)
- o
r
P r+dr
. i e
-cose] .2ﬂ.[ dr'ﬂa - B.u(
L 15
T
r+dr
Si on remplace J dr' £(¢) par £(r)dr (Th. de la moyenmne)
or
B 2r2
il reste 9
P = 3

3,2.3. Variation de la susceptibilité Electrique

Soit n la densité moyenne de dipéle, i1 y a dn dipédles
d'extension entre r et r+dr :
r+dr.

dn = n_4n dr'r'2 e-B'U(r')
0

Oon a alors une variation dX = dn.p de la susceptibilité

2 e
Bq” " D x]
-] -
dx = n %quanr“dr ee(X)E|



_ e—1 _ de
= G di - 4
Posons y = —B-Z-q—-)—- . alors dy = - _Bj.....z_ de
e(r ¥
2
= d)T - = ‘1—2 LudX X = Tr
Bq
. as
y [ D_ X]
n e e
1 dy _-_ _©o 2 2 4 x -]
¢ o dx R RL I

3.3. RESULTATS

Si x ~+ 0 y' =+ 0

4

-

. . 2
x » » 1'équation devient y' = -cy ' x




La courbe ne peut pas couper l'axe r comme en dimension 2, T1
n'y a pas de transition de phase vers un &tat conducteur com-
plétement ionisé (oll toutes les paires liées se défont simulta-
nément), mais une modification du potentiel d'interaction qui

devient :

v o (2 3itdy e-rr/D_e-r/'k)
moaifie ~ \y )T

I1 y a donc passage progressif dans le continuum d'un certain

nombre d'états 1liés.



On a dx_ (r) = ) E ; .dnn’l’m(r)pl,m(r) {TTT2]

2.3. CALCUL DE LA DENSITE DE DIPOLES

On considére 1'équilibre d'ionisation de 1'hydrogéne

atomique
+ -
H?___"—__H + le
La neutralité électrique donmne n, = np, la loi de Saha permet

de calculer la densité totale d'atome d'hydrogé&ne :

u 2 3/2
2% ( n BI
nH rne—z-(m) e ((.‘.f- 1.3)
ot I = potentiel d'ionisation
et u; = fonction de partition de 1'atome d'hydrogéne.
i EO
nH,m gH,m e B%m
Boltzmann donne = “BED
%H.n Hi,n e h
_ -BE >
or ny = é Dy o et uy = % gy,m ©
g -BE°
_ Byl ni
donc nH,n,E = ny o
H
2 3f2 o
2 »
n S le(nt )y er TFEng (I11.3)
Bt t 2 2mmkT :

On a vu au chapitre I qu'il fallait prendre les En 1y énergies
H]

propres du potentiel de Debye "shifté".



2.4, CALCUL DES POLARISABILITES "INSTANTANEES"

On a vu que = jL<r cosB>

dque p = 4 g~ E=0
p désigne une polarisabilité instantanée, c'est-3-dire la pola-
risabilité du systéme noyau-&lectron 1i& quand 1'électron est
dans une orbitale (n,%2,m) et forme, de mani&re instantanée, un

dipdle d'&cartement r.

La valeur moyenne est prise au sens de la statistique
quantique sur les variables angulaires 6 et ¢ uniquement (pas
sur r). L'hamiltonien s'&crit :

H =122 + v(e)

oli V(8) = -qEr cos 6 énergie de création du dipdle.

Considérons V(8) comme une perturbation (E - 0) au premier
ordre, les vecteurs propres sont les Y?(eﬁp).

Si le systéme est dans 1'é@tat Y?(B,w)

1 =-BgH

2
-g2 (e+1)h
alors p = 7 e et Z e BL(2+1)

-2
l<lee‘B£ ”BV(B)

7<Y, .Y cos BlYg >

[

<r cos 6>

2 5
%<Y?|e_8£(2+1)ﬁ gv(e)

m
<r cos 6> .r cos 9|Y£>

+BqErcosH

m
<r cos 6> = <Ym|e .T coOs GlY£>

)

Dérivons par rapport & E avant de prendre la valeur

moyenne, on a :

m 3 SqErcose) m,
o q<Y£ aE(e JE=0 r cos B[Yz ,

o
o
|

Bq2r2<YT|coszelYf>

o
=
]



or

On a donc

cos 8 Y@ =

- 43 -

(L+m+1).(L=-m+1)
L(22+3)

m (2+m) . (L-m)

Yool * VO (225D

m
[l

[ (22+1) Y

16
(Ccf. Messiah T 1, p.421 (90))

p - R 2r2 (2+m+1). (L-m+1) (2+m).(L-m)
fe,m T PA (22+1).(22+3) (2e+1), (2L-1)
+2
Plus tard nous aurons besoin de P, = } P , au lieu de
L g 2,m

sommer la

rectement

or

formule ci-dessus il est plus facile de calculer di-

+42
2.2 2
P, = Bq'r ) <Y?|cos GIYE>
m=-2
+2
- Bq2r2 X f YE .cosze.YE dQ
m=-2
+,
= Bq’r? [ cosze( ;v YE)dQ
m=—£
+L
¥ 22+1 ;
% Y? YE ok (Cf. Messiah's p.422 (98))
m=-2
2, _ 47 _o* _o
cos 6 = “§'Y1 Yl
Bq2r2 o% 0
PZ = 3 (22+1) J Yl Y1 dQ
e ™
=1
Bq2r2
PR = 3 (22+1) (I11.4)
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2.5. ETABLISSEMENT DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE
DONNANT e(r)

En injectant les résultats de (III.1,3)dans (III.2) on
obtient

9 82

2
n -BE
: h BI ne 2. .2
dx (r = _e'(_-——__) . e - . - L3
a (O ngno %E s \ZroET)  © r R (r) Py (r).dr

On peut resommer les p, et utiliser (ITI.4):
]

-BE 2 2
ax_(r) =¢c § Je 2 r2(n.BLE (2041)
n n 3
o n<n_2%
n2 9 3/2
c = 2 h eBI
2 \27mmkT
e (r) -1 de_ (1)
- : = dx_ (r) °
On a Xn (r) = e r) = e
o o
On pose y_ (r) = = 1(;7 =2 dy (r) = -y (r)dsn (r)
o n0 (o] o o
' 2
donc dy, (r) = - 4nmn ¥y, (r)dX(r)

o o ‘

Pour chaque couche n_on a
2 -BE .
2
dy _ (r) = -C.Aﬂ.g%u.rz.yi (r) E E e n’l.(21+1).xn(r)dr (111.5)
no o n<no£

2 2 2
avec xn(r) = F .Rn(r)



2.6, DISCUSSION DU MODELE SEMI-CLASSIQUE ET LIMITATIONS
A PRIORI

Avant d'aller plus loin dans les calculs il convient de
bien distinguer : (a) "l'esprit" de la méthode de renormalisa-
tion & la Kosterlitz & Thouless que nous avons employée, et
(b) sa mise en oeuvre technique. La discussion des deux points

doit B8tre séparée.

L'objectif de ce mod&le est de décrire les effets de
"pression" du plaéma dense. Pour calculer rigoureusement l'effet
de 1'interpénétration des orbites il faudrait savoir résoudre le
probléme & N corps posé par la délocalisation des électrons sur
les ions ou atomes adjacents. L'idée de base de la méthode est
la suivante
au cours de la compression, et avant l'apparition d'un ordre i
courte distance (liquide) ou d'une structure de bande, 1'é&difice
atomique, bien que fortement perturb&, reste le constituant de
base du plasma. Pour calculer cette perturbation on considére
les &tats lié€s &lectron-noyau comme des dipdles ; on substitue

l'emboitement total des dipdles & l'interpénétration des orbites.

Ceci améne 1'objection suivante
pour que cela soit rigoureux, il faudrait calculer e(r) en ne
comptant que les dipdles d'extension r' << r (ultérieurement il
; 5 1
ourra &tre intéressant de poser e(r) = 'é
P p (r) Ty °t d'évaluer les

différences obtenues en prenant r' = % ou r' = % au lieu de
t

r' = r comme c'est le cas actuellement).

L'approximation est importante au niveau de deux atomes
mais c'est la réitération de la procddure qui va permettre de
calculer un potentiel effectif d'interaction a 2 corps qui
décrira correctement 1'influence du plasma dense sur la structure
atomique (la justification profonde de cet argument nécessiterait

une application rigoureuse des techniques inspirées du groupe de

renormalisation).



Une fols analysées les objections que 1l'on peut faire &
cette approche, 11 reste d& étudier les approximations utilisées

pour mener 3 terme cette procé&dure :

- la densité de dipdles a &té calculée grace 3 l'emploi d'une
équation de Saha généralisée. On a vu (chap. I) que ceci nous
limite au domaine A < 1. De plus cette €quation n'est valable

qu'ad 1'équilibre thermodynamique.

- pour exploiter 1'équation de Saha il faudra fixer n, (et T).
Bien que l'on ait travaillé en grand canonique au chapitre I
les calculs seront donc effectués en canonique,

On pourra par la suite utiliser un code numérique pour calculer
les populations (hors équilibre) des niveaux pour un plasma
multicomposante, en prenant en considération un nombre limité

de niveaux.

- tous les calculs sont faits en symétrie sphérique pour se rame-
ner 3 des équations radiales & une dimension. Le fait que les
états % # O n'ont pas de symétrie sphérique n'est pas g@nant
car on moyenne sur toutes les orientations 6 et ¢ possibles

dans le calcul des polarisabilités.

- 1'emploi du potentiel de Debye "shifté" induit, comme base de

départ, un trop fort décalage vers le rouge du spectre.

Toutes ces raisons rendront difficile une comparaison

avec l'expérience.



3, APPLICATION ANALYTIQUE A L'HYDROGENE

3.1. ORGANISATION DU CALCUL

Etant donnée la non-linéarité de l1'é&quation (III.5) il
n'est pas possible de la résoudre analytiquement. On utilisiga
une méthode numérique Runge-Kutta d'ordre 8 (cf. J.H. Verner).
Le sous-programme d'intégration numérique (RKV8 : Bibliothé&que

mathématique du centre de calcul de 1'Université Paris-Sud)
¥ nolr)d

dr

nécessite le calcul pour chaque valeur de r de

La connaissance des énergies et fonctions d'ondes du po-
tentiel de Debye est donc nécessaire. Pour cette premiére appli-
cation de la méthode, on a préféré utiliser des formules analy-
tiques au lieu de résoudre 1'équation de Schrddinger. De plus
on a associé une constante diélectrique & chaque niveau (n,%)
au lieu de chaque couche (n) comme ce sera fait par la suite.

I1 faut résoudre une équation différentielle par niveau (n,%).
Les &quations sont couplées de proche en proche. En effet il faut
connaitre la constante diélectrique vue par un niveau pour calcu-
ler 1'énergie et la fonction d'onde de ce niveau, lesquelles se-
ront utilisdes dans 1'équation différentielle donnant la cons-

tante diélectrique du niveau suivant. Le premier niveau n'est

pas modifié, on a donc comme point de départ : ¥ O(r) =1,
vr € [0,=[ ’

dy, (r) 2 ~gE?

. 2,0 B 2 1 2

Pulis : &r = -c.b4m, g .T .yz’o(r).e S.Xl (r)

dy, ,(r) | 2 -BE? ~BES

2.1 B 2 2 ’
___é?__u.= -c.b4m, g STy, l(r).{e ls.xfs(r)+3.e ZS.XZ
. .

L R R I I I I S



3.2. ENERGIES ET FONCTIONS D'ONDE ANALYTIQUES

L'équation de Schrddinger radiale n'est pas soluble ana-
1 -&r

lytiquement pour le potentiel de Debye : V(r) = - — e . Par
r
contre elle se raméne & une &quation hypergéométrique (cf. Annexe
-&r
§ e

I) pour le potentiel de Hulthen : VH(r) = Lam &

-8r "
18 l-e
Varshni ont calculé des énergies et fonctions d'onde approchées

des Etats L = 0 du potentiel de Debye en perturbant les solutions

analytiques exactes du potentiel de Hulthen.

VH(r) approxime bien V(r) 3 petit et grand r, l'écart
maximum se produit 3 r moyen (voir figure III.l).
Pour obtenir une solution analytique dans le cas & # 0, Green &

Aldrich®ont &tendu 1'approche de Lam & Varshni :

=8r L(e+1)

2r'2

v(r) = - e potentiel de Debye + terme centrifuge

s R

peut &tre approximé& par :

-8r 2
_ S e L(2+1) ) o -ér :
Vy(r) = l i 5 l e—ér/ e potentiel de
& Hulthen modifié
Les figures III.2,3,4 montrent que, comme pour % = 0, l'approxi-

mation est maximum & r moyen.

Nous avons refait les calculs de Lam & Varshni et Greene
; 1
& Aldrich en multipliant le potentiel de Hulthen par -y (et

Annexe I).

Pour que 1'équation de Schrddinger possé&de unme solution
analytique il faut que ¢ soit un param@tre et non pas une fonc-

tion de r comme c'est notre cas.

Nous cherchons les vecteurs propres de Hoy 2(r)= E%lg(r)
b 3

1 4* gey SeT T, 2Geel) ( 6 )2 61
7 2 T .oor 2 RENEIT:

avec H= -

et y(r) = ET?T



or nous savons calculer analytiquement les vecteurs propres de

= E r VE E‘ R

avec H_identique 38 H 3 ceci pré&s que la fonction y(r) est
€
devenue une constante 1/e,
On utilise le fait que y(r) varie peu et que y(r) € [0,1]
, _ +
Vr € R

1
n,z’e(r) avec g = —y—(;j—

pour poser :| Y

L'expression la plus pratique pour calculer wn R(r) est la
]
suivante :

-a G M .
_ n,4g 1+g+1
Xn’g(r) = c.e .E c,.y
1=0
avec y = 1 - e-ér, M =mn-92 -1, 1la relation I.B.l entre
1 t a - _1 _n
e n,, n.8.e 2
1 1 n262 §
"= ] - . = B _
l'€nergie est donnée par (I.A.2) : En,R 7 n2€2 + 3 7=

Notons au passage que le potentiel de Hulthen modifié
est 1'un des rares, avec le potentiel de Coulomb, 3 avoir un

spectre dégénéré emn .

Nous levons cette dégénérescence en calculant la pertur-
bation au premier ordre qui nous raméne 3 Debye (cf. annexe
I.E). On obtient :

2
E = E + E] avec El = C [Il +.12 + 13 + 14]

Le calcul de C (coefficient de normalisation) et des 4 intégra-

les I, 12, I3 et 1, est faisable facilement si on remarque que

(cf. Annexe I.D) les X, R(r) peuvent s'exprimer en fonction des
’

polyndmes de Jacobi (I.D.1). On aboutit finalement aux expressions



_50_

1.b.2, I.E.1,2,3,4. On obtient des expressions analogues &
celles (3.3,4,5) de Lam & Varshni mais valables quels que
soient n et 2. La perturbation au deuxi@me ordre a été calculé
analytiquement mais les expressions obtenues sont trop comple-

Xxes pour &tre utiles.

3.3. CALCUL DE LA CONSTANTE DIELECTRIQUE

Les figures III.5 a8 II1.8 donnent la comparaison entre
les fonctions d'ondes analytiques que nous avons calculées et
les solutions numériques exactes de 1'équation de Schrodinger

que nous allons développer au chapitre suivant.

Ces figures montrent que l'accord n'est acceptable que
jusqu'd la fonction d'onde 3s, ce qui permet de calculer les

constantes diélectriques jusqu'au niveau 3p.

Nous donnons ci-dessous une comparalson entre les &nergies
analytiques perturbées et les énergies propres calculées par
Rogersﬁpour le potentiel de Debye. La perturbation n'a &té cal-

culée numériquement qu'avec les termes I, et I, correspondant &

2 = 0, la dégénérescence en £ est donc conservée,
NIVEAUX ROGERS - ANALYTIQUE PERTURBE
ls 45180 .451815
2s .08175 .081728
2p .08075 .081728
3s 01935 .01907
3p .01856 .01907
3d .01642 .01907
4s .00309 .002233

Energies en Hartree



Si on n'utilise que les niveaux ls & 3s on a donc des

= . = e -3 -
énergies précises a 10 prés.

La résolution simultanée des quatre équations différen-
. é E
tielles donnant Yogo yzp, Vg y3p est effectuée en remplagan

dans (III5) les expressions des En et X trouvées dans 1'an-
s

» & L

nexe I.

; ; 1 =
Les quatre fonctions y (r) = sont tracées sur
n, 2% En QZrS
’

la figure (III.12) pour D = 10 a et =n = lO21 cm‘a.
Pour l'hydrogéne n_ = n p? =___EE__
e P 2
8ne n

on en tire T = 117770 K.
On peut constater que :

- 3 r =0 la densité de dipdles est nulle (xn Q(O) = 0 donc
]

= 1 =
Yn,ﬂ(O) l et yn,z(o) 0

- y! (r) » 0 quand r » « car ¥ (r) - 0 quand r -+ o
n,f n, 4
(chaque niveau posséde une constante diélectrique maximum
atteinte quand r » =)
= ¥

o varie assez lentement pour justifier notre approximation
]

¢n,£(r) = X

avec g =
n,4,c y (r)

Les valeurs limites atteintes par y sont assez différentes

n, 4L
de 1 (.851 pour yap) pour entrainer des modifications importan-
tes du potentiel d'interaction et donc des déplacements de raies

non négligeables.



4, REMARQUES ET PRINCIPAUX RESULTATS

Les calculs analytiques effectués montrent que les effets

de pression, calculés par notre modéle, sont importants.

Cependant, le manque de précision des énergies analyti-
: -3 i :
ques des niveaux (10 seulement) rend illusoire 3@ ce stade le

calcul des déplacements de raies.

D'autre part les approximations faites pour obtenir des
expressions analytiques et la restriction des calculs 3 un nom-
bre fini (4) de niveaux rendent nécessaire un calcul enti&rement

numérique des €nergies et fonctions d'onde.

Les calculs de 1l'annexe I ne sont pourtant pas inutiles ;
ils permettront de calculer les prévisions d'énergie des niveaux
et les valeurs initiales et finales des fonctions d'onde qui
sont nécessaires pour utiliser des méthodes numériques de type

NUMEROV.
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CHAPITRE IV

CALCULS NUMERIQUES POUR UN ION HYDROGENOIDE

1. GENERALITES

Le calcul du chapitre pré&cédent a montré qu'on pouvait
s'attendre 3 des déplacements non négligeables des niveaux du
fait de la renormalisation de la constante diélectrique. Pour
éviter les approximations sur les énergies et fonctions d'onde
du potentiel de Debye il faut résoudre numériquement 1'équation

de Schrodinger.

Dans un premier temps nous avomns utilisé& un algorithme
de tridiagonalisation travaillant sur des différences finies
(communiqué par M. O. Atabek) qui nous a permis de mettre en
place rapidement le code. Pour obtenir une meilleure précision
sur les niveaux, on a remplacé cet algorithme par une méthode

propagative-itérative faisant appel au propagateur NUMEROV-COOLEY.
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2, RESOLUTION NUMERIQUE DE L'EQUATION‘DE SCHRODINGER RADIALE

2.1. GENERALITES

Aprés passage en unité atomique il reste 3 résoudre

: ]

e
[a 9

+ E = V(r) P(r) =0
dr2 J
avec v(r) = - % e-r/D + &i&%ll; P(r) = Xn R(r)

r

-

Nous allons utiliser deux programmes diffé&rents pour calculer

les énergies et les fonctions d'onde solutions de cette &quation :

- TRIDG (cf. Truhlar)®®
- NUMEROV (cf. Hartree)21

Ces deux méthodes ont des points communs que nous allons dévelop-

per maintenant

- On calcule la fonction en N+2 points de l'intervalle

[RO,R ]. On repére les points par un indice i variant de 0 a

N+1
N+1. Les points sont régulirement espacés. Soit R, 1'abscisse
du point i, on a R, = R_+ ih
¢ o 5
+ .
R, =0 : abscisse de départ ; h = T%ﬁl pas de la "grille"
2
: d P(R
On pose : P. = P(R,) PV = ———é—l
i 3
dR R
i
V. = V(R;)
L'équation de Schrddinger s'&crit alors :
p" = [v. - EIP, (IV.1)
i i i

- On linéarise la dérivée seconde en la remplagant par

des différences finies.



= GE

2
h
On part de P(R, + h) = P(R;) + hP} + 57 PY +
2k
; 2h (2k)
On en tire P(Ri + h) + P(Ri - h) = » CﬁaT-P (Rl)
Si on se limite 3 k = 0,1 on obtient :
wlP" =B, .+ B, . - 2P, (1v.2)
i i+l i-1 i
hY (4) o i 2me
On a négligé 13 Pi , c'est une approximation du 4 ‘ ordre en
h, c'est ce qui est utilis@ pour TRIDG. '
Pour NUMEROV on fait une approximation en h6 s
® 2k
2h (2k)
Booy ® Bo gy = ) . B (a)
i+1 =1 T b, EET i
b 2k
2h (2k+2)
P" p" = Z P (b)
+1 i=1 K=0 (2k)! "1
2
h
(a) - 35 (b)
2 2 6
- h___ " o _h_ " — - h " 2 " h
(Rypy 597 Blayd = [Py = 33 L) = 2ley = T5 el )e 058) - 5
——— . —— N —
L TY LE Ty
6
avec une erreur de £ Pgﬁ) on obtient :
240 "1
nZpn - Y + Y - 2Y ' (1¥.2)
i i+1 i-1 i 3

Remplagons P; par l'expression (IV.1) :

il

(IV.2) = P, * P, = 2Pi

2
i+1 i-1 h [Vi - E]Pi

2
h [Vi El E]Pi

(IV¢3) « Y- + Y, - ZY]..

Les deux &quations obtenues permettent de propager la solution



Pi et Pi-l permettent de calculer Pi+l
de méme Y, et Y, | " " Y.,) si on
h2
remarque que Yi = Pi[l = Tf(vi - E)]

- I1 est donc nécessaire de se fixer des conditions aux

limites :

pour TRIDG on pose P(Ro) = 0

P(RN) =0

pour NUMEROV on utilise des fonctions d'onde approximées

valables pour : R petit et R + + o,

- La solution va étre propagée 3 partir des deux limites

R =R et R = Rg. Le raccordement se fait en R = Ry et on pose
Py = 1. On normalisera par :
- 2 Pg P1:214-1
[( Z Pi) ¥ o= 5 ].h = 1 (Trapézes).

i=1

Le choix du point R, est important pour la précision des

M
calculs. On prendra, pour les deux méthodes, le point tournant
classique solution de : V(RM) = E'.

E' est une estimation a priori de l'énergie, on utilise les for-

mules analytiques de 1'annexe I.

Des arguments semi-classiques (W.K.B.) garantissent que
la fonction n'oscille plus au deld de cette limite. En comptant
les zéros de la fonction d'onde dans 1l'intervalle [Ro’RM] on

pourra vérifier qu'on s'est bien positionné sur le niveau cherché.

De plus le choix Ry = IO.RM garantit que la fonction d'onde
s'est bien amortie tout en donmnant un intervalle d'intégration
assez limité pour ne pas nécessiter un nombre trop important de

points (a pas fixé).



2wl

Le principe du calcul des énergies propres est classique

TRIDG

1'équation (IV.2) peut s'écrire :

P
o]

2

et P

=0 N+1

- 2 + h"v.]p.
i1

=0’

+ P.
1

sont solutions de 1'équation matricielle

2

-h” .E.P.
1

les N autres valeurs de P

= [2+h%y,] I 2]
1 —[2+h2V2] 1 O
b ~ ~
\\ N \\ 2
™ S, ~ = -h"E
- \\ \\
N = ~N
L ~ 1
~
) -[2+n%v_1]||p p
0 1 NN N
—— 4___,'-“—'_}
A P
; S s 5 & > 2
On écrit plus briévement AP = -h"EP

(—th) est valeur propre de la matrice tridiagonale A

les N valeurs de Pi sont les composantes du vecteur propre
associé.

Pour le calcul des énergies la seule originalité réside dans 1'em-

ploi de la méthode de Rutishauser (cf. Durand®p. 281).

On utilise une version double-précision (72 bits sur
UNIVAC - 1110 « 18 décimales) du programme type n° | décrit par
Durand. L'avantage &tant que les valeurs propres apparaissent
dans 1'ordre des modules croissants : cette constatation n'est
pas prouvée mais souvent vérifiée et c'est le cas pour notre pro-

bléme.

Cet ordre naturel est précieux car il permet de ne calcu-
ler qu'un nombre limité de valeurs propres. Il suffit de sous-
traire du potentiel 1'E&nergie prévisionnelle du fondamental et

iéme

d'arr@ter la procédure aprés la n valeur propre positive si

on considére n niveaux.



Le calcul du vecteur propre a &té développé avec M. O

.

Atabek ; 3 notre connaissance c'est un calcul original. Il est

valable pour toute matrice tridiagonale dont la diagonale infé-

rieure est remplie de 1.

= >
Soit A une valeur propre et P le vecteur propre associé,

on a les N relations suivantes :

a->x bI 0 [ PR T Pl
1 az-A b2 ) T - 0
0 1 aB—A b3.....
0 aN—A PN

P, = a..P. . =
i 1 P1+1 Ve al (ai-A) + o.
3

La premiére équation donne L , par récurrence

aI - A

on calcule tous les a.,, i € [1,M]. On peut alors propager les P,

vers l'intérieur :

M-1
Pi = Bl.PM avec 81 = -ﬂ. aj
J=1
Posons PM = 1 (on normalisera apré&s) ; toutes les valeurs de Pi’

i € [1,M] sont alors connues. On a directement le nombre de noeuds

de la fonction d'onde en comptant les valeurs de o, < O.

Calculons les valeurs de P, quand i € [M,N] en propageant

vers l'extérieur. On utilise les relations

(a;y = Moy * Y5,

g

P. = v..P avec vy, =




On initialise la propagation avec

A oS N o g (B 1 )Yy * !
Y = — = N
M+ 1 bM M+2 bM+1

Le fait de propager les P d partir de P, (point tournant

M
classique) évite l'erreur qu'on aurait en propageant 3 partir

des points frontiéres (P2 ou P _]) ol la fonction d'onde est

N
quasi-nulle.

Remarque : on peut observer, aprés le point tournant, une recrois-

sance de la fonction d'onde. En effet 1'@quation HX = €.X admet
deux solutions pour la méme é&nergie 3
- une solution réguliére Xy x](R) + 0 quand R » =

- une solution irréguliére Xo 3 xz(R) + = quand R > =,

La solution générale est une combinaison linéaire de X4 et Xy ¢

X = CI(E).X] + Cz(s).xz.

Si on calculait exactement E 3 partir de (—hZE) valeur propre de

A en imposant P(0) = 0, P(RN) = 0, on sélectionnerait alors 1la
solution réguliére, on aurait C2(E) =0, CI(E) = 1.

En fait on a obtenu une valeur trés approchée de E que 1'on notera
e = E + dE.

En faisant un développement limité de C, et C, on obtient :

X = x; * Cy(E).dE.x,. _

Plus l'énergie est connue avec précision (dE faible) moins Xy se
manifeste.

On a couramment dE = 10-3, Xy qui est une fonction croissante de

R se manifeste alors & grand R. On enlé&ve de la normalisation

tous les points, aprés le point tournant, correspondant 3 la crois-
sance de Xy - .

I1 y a n-% oscillations de la fonction d'onde dans l'intervalle’

[O’RM] pour un &tat (n,%). On utilise les conventions suivantes :

- 40 points par oscillation ; M

40. (n=-2)

- R, = 10.R

N M N

10.M



Moyennant les précautions indiquées ci-dessus on obtient, point
par point, une précision de 10_3 pour les fonctions d'onde du
potentiel de Hulthen. Cette précision est obtenue en comparant
les résultats de TRIDG avec les calculs numériques effectués i
partir des formules analytiques de 1'annexe I. Nous pensons que
cette précision restera valable pour le potentiel de Debye qui a

\

la méme forme que Hulthen.

22
2.3. NUMEROV (on utilise un algorithme Numerov-Cooley)

L'équation (IV.3) peut s'écrire

-h .Yl 1 + o .Yi - h 'Yi+] = 0
2 h? 1
avec a; = 2h + (Vi - E)[l - (12)(V - E)]
En posant Yo = 0 YN = YN-] et
2 % -1
en écrivant ay = h x (Vi - E)[I - (Tf)vi = E)] 5

on obtient 1'égalité matricielle suivante :

T4
M? = 0 avec ? = YM
YN
o, ---h_2 [0 PSPPI ¢ |
--h-2 az Oissiwswisgin: 0
_ =2
M = 0 b, aq 0.....0
: = “da. "m, Tt
0 0 0 LR ey



On propage la solution 3 partir des extrémités vers le point RM

(cf. Hartree, pages 81,82 pour le démarrage des intégrations).

On obtient deux valeurs pour Y, : YIN propagation depuis R infini

M

YOUT propagation depuis R= 0
On raccorde les deux branches en divisant les Yi (i € [1,M])
par YOUT et 1les YY (v € [M,N]) par YIN, on a done Y, = I

=2 =2

On note F(E) = -h YM—] + aMYM - h YN+I’
on obtient F(E) = 0 si E valeur propre du probléme.
Mais on a utilisé@ une énergie d'éssai ¢ = E - dE (qui pravient

des calculs sur Hulthen analytique)

On a F(e) = F(E) - dE.F'(¢) (développement limité)

= - Ee)
= dE = ' (c)
Il faut calculer F'(e) pour avoir la correction de ¢.

La méthode NUMEROV-COOLEY permet d'avoir analytiquement F'(e).
Le fait d'avoir F(e) # 0 s'écrit

Y g
M ?M = Ffs) (YM = 1)
YN o
; . . .o - iéme .
Si on écrit en premiére position la M équation on a :
+
Mll Mal 1 ) F(e)
Mal Maa Ca B
avec Mll = aM
+ -2 -2
_Mal = (0...-h ~h o 0)
M = M moins la M'®T€ ligne et colonne



On obtient le systéme d'équationsmatricielles :

+
M]] + Mal Ca = F(e) (1)
Mal * Maa Ca = i (2)
Dérivons (1) et (2) par rapport a :

My * M;; Gy * le Ca = F'e) (3)
M;l ¥ M;a Ca * Maa C; = (4)
La combinaison (3) + C;.(h) nous donne :
FUGe) = Mp, o+ MR, e CQ MG, Mgy 0L e M, €t
R M;I C; * C: Maa C; = (Mzi * C; Maa)czl-x
et (2) = (M_, + M, ca)+ = 0, donc H; +chMl =0

P . +
M symétrique réelle = Maa __Maa

aa
. + + Voo
d'ol (Mal + Ca Maa)ca 0.

I1 reste alors :

1 = + +I + L} + L]
F'(e) MII * Mal Ca * Ca Mal t Ca Maa &

ce qui peut s'écrire



+l
A
.\ M M !
F'ig) = L €.
{ ] 1 ]
Mal aa Ca
N 9 Bai
. 1 -
ou bien encore F'(e) = .Z Yi' e
' da
da. 2 -2 2 i 2
i _ (b _ ¥ =P
or T [l (12)(Vi e)] = "i' ¢ i
=D N
finalement dE = [h —YM-l + ZYM - YM+I + (VM-E)PM]/iEI_P

Cette méthode
énergies, qui
raies.

Elle est plus

le bon niveau

permet d'atteindre la précision de 10-6 sur les

est nécessaire pour calculer des déplacements de

longue que TRIDG et ne converge pas toujours sur

quand ils sont serrés (niveaux excités).




3, APPLICATION AUX HYDROGENOIDES

3.1. ORGANISATION DES CALCULS

On trouvera dans 1'annexe II des organigrammes des calculs
effectuds avec TRIDG. La densité@ électronique et la charge du
noyau (notée z) de l'ion hydrogénoide consid@ré sont des données
que l'on fournit au programme. La distance de Debye prend les va-
leurs 4,5,7,10 et 15 en unité ao/z. Le choix de ces valeurs per-
met une comparaison aisée des énergies avec celles calculées par
Rogers & Graboske. Pour chaque valeur de D on trace le réseau
des courbes ¥s = f(r) pour chacune des couches pour lesquelles il
y a des &états liés. La courbe de n le plus &levé correspond 3 la

constante diélectrique vue par les électrons de diffusion.

Cette procédure permet d"apprécier l'importance des effets
de pression, de calculer des déplacements de raies quand ils sont
importants. Pour obtenir avec précision des déplacements de raies
faibles il faut remplacer les appels @ TRIDG et VECTP par un appel
3 NUMEROV.

Le calcul étant plus long on ne l'effectue que pour n et

T fixés, on en déduit D.

Dans les deux processus on considére 1'ion hydrogénoide
en équilibre avec son noyau de charge z

AZT1)* o AT 4 T

I1 n'y a alors que 3 espéces en présence, la neutralité électri-
que donme :

(z-1)n,_, + 20, = 1, (1v.4)

L'équation de Saha peut s'écrire :

nz-l

g




. - .nZ 3/2 :LE EBI
avec T \2 mk.T g
1
r = -Eis M)
b - [ 6,895.T ]'/2
ne(l + z)
2 2
_ (z-1) n,_y + z .
z =
n
e
s -
donc z = - (I1Vv.5)
e

Au départ on pose z =~ z, on en déduit D puis I et enfin

lo

(IvVv.4) = (z-1).K + z =

ce qui permet de calculer L

=]

-1
donc n,_, = K.jf(l + K E;l) (IVv.6)

Si on reporte n _, dans (IV.5) on obtient z et en jtérant quel-
ques fois on obtient une valeur stabilisée de K. Une fois injec-

tée dans (IV.6) on obtient n _, qui est la densité de dipdles.

3.2. CALCUL DES CONSTANTES DIELECTRIQUES

-

Les figures IV.l 3 IV.23 donnent les courbes Y ™ f(r)

2 - =
avec n_ = 1022 cp”3 et n = 1023 em™3 pour l'hydrogéne, et avec
23

n, =10 cm” 3 pour 1'hélium, le lithium, le bé&ryllium, le bore

et le carbone.



On remarque plusieurs points :

(1) la forme générale des courbes est identique 3 celle prévue

par nos premiers calculs analytiques.

(2) plus n est grand plus 1l'effet est important et plus la cons-
tante diélectrique se stabilité 3 r grand. L'Ecart entre 2

courbes croit avec n.

(3) 1l'effet est d'autant plus important que D est petit.

(4) pour 1'hydrogéne l'effet est plus important quand n =1022 cm >

que si n, = 1023 cm—3.

Le point (2) s'explique naturellement par le fait qu'une
couche est renormalisée par toutes les couches inférieures. Plus
n est 8levé, plus les fonctions d'onde s'étendent loin, la pola-
risabilité étant en r2 les couches renormalisent plus quand n

croit.

Le point (3) n'est pas surprenant car on a vu que quand D
diminue, les fonctions d'ondes s'étalent. Il y a alors plus de
dipdles d'extension &levée. Remarquons aussi que quand D diminue

. 2
avec n constant T diminue en D .

e Bl
kTD D3

Donc le paramétre plasma augmente quand D diminue. Il est logique
que les effets augmentent quand A augmente car ce sont des effets

de pression que 1l'on cherche & calculer.

Le point (4) peut sembler &tonnant. En fait quand n dimi-

nue 3 D constant, T diminue. Donc le paramétre plasma baisse :

1022 em >

1023 cm—3

pour 1'hydrogéne A 0,293 quand n,

-
n

0,029 quand n,

Les courbes pour lesquelles l'effet obtenu est trop faible n'ont

pas été tracées.



On trouvera, dans les tableaux I & VI les valeurs limites

atteintes par y, pour chaque couche et chaque valeur de D.

-~

’
On a tracé (figures Iv.1 a IV.4) 1'évolution en fonction
de z de yn(m) quand n, n_ et D sont fixés. I1 est clair que l'ef-

fet augmente non-linéairement quand z augmente.

Quand n = 4 ou 5 il n'y a des états 1iés sur ces couches

que pour D = 10 et 15, ce qui implique un effet faible.

I1 est difficile, avec cette procédure, d'effectuer des
calculs quand y > 6 et D < 15 car alors A >> 1. L'équilibre d'io-
nisation n'est plus décrit de maniére satisfaisante par une pseudo-
équation de Saha. On surestime alors le nombre d'états liés, ce

qui conduit 3@ un effet trop important : 1, ® 0 trés rapidement.

3.3. POSITION DES NIVEAUX ET DEPLACEMENT DES RAIES

-~

Les tableaux VIII 3 XIII donnent (en Hartree) pour chaque
case l'énergie renormalisée d'un niveau, 1'&nergie trouvée par
Rogers & Graboske pour le méme niveau, le pourcentage de diffé-

rence relative est au milieu.

N —3 - ~ g .
On constate un accord a 10 prés pour les énergies 1S qui
ne sont pas renormalisées. Les cases vides correspondent aux &tats
qui ne sont plus liés (pour la valeur de D considérée) d'aprés

Rogers, c'est 1'effet du potentiel de Debye.

On peut constater que notre renormalisation fait passer
dans le continuum un certain nombre d'@tats que Rogers considére

comme li&s. On note alors E = 0.0 et différence relative = 100 Z.

Dans tous les cas les modéles des énergies renormalisées
sont plus petits. La constante diélectrique propre & chaque cou-
che diminue la profondeur du puits de potentiel et donc 1'énergie

de liaison des états liés.



I1 est difficile d'obtenir des déplacements de raies
appréciables 3 petit z. En effet si on conéidére une raie
Lyman-o il faut avoir D > 5 pour que 1'état 2p existe encore.
Quand D > 5, E2p a peu changé quand z est faible (3,5 Z pour
D=5 =z=3).

Si z est trop fort 1'état 2p n'existe plus. On obtient un dépla-

cement optimum de 13,7 %7 pour D = 7 2z = 5,

On trouve dans les tables une raie & 48.58 A. Le potentiel
de Debye donnerait une raie a 52.55 R, soit un décalage de 4.03 )

vers le rouge qui surestime l'effet du plasma.

Notre calcul donne une raie a 52.10 &, soit un décalage

de 0,454 2 vers le bleu.

Bien siir il ne compense pas l'effet trop grand du potentiel
de Debye mais il est important de constater que c'est un effet

vers le bleu et qui est spectroscopiquement observable.



4. REMARQUES ET PRINCIPAUX RESULTATS

En multipliant le potentiel d'interaction entre deux parti-
cules par un facteur analogue 3 l'inverse d'une constante dié&lec -
trique, on représente les phénoménes non-thermiques par un &cran
supplémentaire. Cet &cran est d'autant plus fort que le nombre
quantique p:rincipal de la couche atomique est &levé, flus un niveau
est excité, plus il rapproche du continuum. La différence d'énergie
entre 2 niveaux augmente. On obtient des décalages vers le bleu
des raies d'émission. Ce décalage est d'autant plus fort que z,

charge du noyau de l'ion, est élevé.






(=) n = 2 n =3 n =4 n =5 T en K
‘ ' 6
-4 0,997 0,924 0,188487.10
N | | 6
=5 0,999 0,957 0,294512.10
-7 | 0,999 | 0,996 0,577244.10°
= 10| 0,999 | 0,999 | 0,993 0,1178049 .10
= 15| 0,999 0,999 0,999 0,992 0,2650711.107
. 23 -3
TABLEAU I : Z = 1, hydrogéne, n, = 10 cm
(=) n =2 n = 3 n =4 n=2>5 T en K
= 4 0,999 0,983 0,1884878.10
=5 0,999 0,988 0,2945123.10
=7 | 0,999 | 0,998 0,5772441.107
= 10| 0,999 0,999 0,998 . 0,11780493.10°
=15 | 0,999 0,999 0,999 0,997 0,26506110.10°
2y -y

TABLEAU II : Z = 1, hydrogéne, n, = 10 cm




.

-




Y (=) n =2 n =3 n = 4 n =25
D = 4 0,997 | 0,927

D=5 0,999 | 0,960

D =7 0,999 | 0,996

p=10 | 0,999 | 0,999 | 0,994

D = 15 | 0,999 | 0,999 | 0,999 0,993
TABLEAU III : z = 2, hélium, n_ = 0
Y (=) n =2 n = 3 n =4 n =25
5 ow & 0,950 | 0,600

D=5 0,995 | 0,882

D =7 0,999 | 0,992

D=10 | 0,999 | 0,999 | 0,989

D=15 | 0,999 | 0,999 | 0,998 0,988

TABLEAU IV : Z = 3, lithium, n_ = 1052 e ?







Y () n= 2 n =3 n =4 n =23

D = 4 0,049

D=5 0,844

D = 7 0,998 0,981

D =10 | 0,999 0,998 0,982

D =15]| 0,999 0,999 0,998 0,982
TABLEAU V : Z = 4, béryllium, n = 1023 en™3
Y (=) n= 2 n =3 n =4 n =25

D = &4 0,00

D =5 B0 1

D =7 0,958 0,906

D =10 | 0,999 0,997 0,969

D=111| 0,999 0,998 0,997 0,974
TABLEAU VI : Z = 4, bore, n_ = 1027 ow >




0




Y (=) n=2 n =3 n =4 n =235
D = 4

D =5

D‘= 7 0,168

D = 10 0,996 0,990 0,907

D = 15‘ 0,999 0,999 0,996 0,953

TABLEAU VII : Z = 6, carbone, n, = 1023 (;m“3
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CONCLUSION

Ce travail a permis de mettre en forme une idée, dont
on ne savait pas au départ quelles seraient les conséquences.
On a pu montrer qu'on obtient des effets qualitativement satis-
faisant puisque des décalages du spectre vers le bleu apparais-
sent. Quantitativement 1'ordre de grandeur des décalages du
spectre est inté@ressant. Il ne faut pas oublier que l'emploi du
potentiel de Debye a induit un fort décalage vers le rouge des

raies, qui surcompense le décalage vers le bleu.

Une version plus é€voluée du code numérique permettra une
comparaison plus ais@e avec l'expérience. I1 s'agit de calculer
un potentiel d'interaction & 2 corps auto-cohé@rent en résolvant
1'équation de Poisson. Les densités d'électrons libres et 1liés
seront obtenues en sommant les carrés des fonctions d'onde des
états liés et du continuum. Les calculs de ce type effectués par
Davis et Blaha montrent qu'on obtient alors des décalages vers le
rouge, plus petits d'un ordre de grandeur que ceux du potentiel

de Debye.

La compétition entre les deux types de décalage, par écran-
tage du plasma et par emboitement de dipdles, permettra sans doute
d'obtenir un décalage global rouge ou bleu selon la nature chimi-

que, l'état d'ionisation et les paramétres du plasma.
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ANNEXE 1

FONCTIONS D’ONDE ANALYTIQUES ET ENERGIES D'UN ATOME D’HYDROGENE
DANS UN POTENTIEL DE DEBYE

A. CALCUL DES ETATS AVEC ¢ = O DU POTENTIEL DE HULTHEN

On remplace le potentiel coulombien &cranté

e2 e-r/D
V(r) = = 47c 5 3
o
e2 e_r/D 1
V(r) = - - S car € = g en C.G.S.
D = rayon de Debye
e2 ae OF
par le potentiel de Hulthen VH(r) = T .-ar
. ol
5
L'équation de Schrddinger s'écrit :
2 2 2 -ar
(h” d” e ae +E Jx (r) = o0
\2m 2 € —4r n/ n
dr 1 - e
avec Xn(r) = r.Rn(r) (Rn(r) = partie radiale de la fonction

d'onde de 1l'e

On utilise les unités atomiques a_ pour les distances et E_ pour

les énergies (n.b = E < 0 = les &nergies des &tats 1i&s seront

positives)

a = EZ_ E = = me4
o mez _0 ﬁ2
On pose § = aa = 1/D en unité a



4
me
ﬁz d2 e2 e—dr me4
A 5t ~Pn "2 )% =0
2ma’ dr 1 - e h
2
(l a? % me 2 . 5 __e §r _ "% me . )X - 5
2 d 2 hZ o€ ;| . e-Sr ﬁ2 ﬁZ n/'n
2 -6r
1 d ) e )
- —s + — - E_JX_ =0
(2 dr2 €y - e—Gr n/n
On pose En = + % ai&z
-a Gor
On cherche des solutions de la forme Xn(r) = e
On fait le changement de variable y =1 - e—6r
-a_.6.r
ax _ "2 dé _
ar " ¢ (E 5%-‘*’)
d¢ _ d8 dy _ o -8t do
°f dr * y dr Ge dy
-(l+a_)é&r -a_.6.r
dX n d¢ _ n
= -d—r 5e y S.an.e '¢
Z -(l+a_)or, .2 _
4 X = se ) (i% 88T « (1+a)8 gi)
dr dy y
-a_.6.r
_ dog =8t _
Sa_e (dyée éan¢)
2 -a_.6.r 2
. ax | 42, [ -26 478 _ (1424 ) gi 3 ai¢]
dr dy o .
; -8r
On pose B, = 1 + 2a_, on a aussi (l-y) = e
2 -a .Sr 2
d“x 2 "8 . 2 d%% _ _oy d¢ 2
= -—2 § e [(l Y) 2 Bn(l Y) dy + an¢]
dr dy



injecte cela dans 1'équation de Schrddinger qui s'écrit

2 . =-a 6r -a 8r
d ; + 2 g l:X e O b - Gzaie b= 0
dr y
2 —anﬁr
Elimine &7 e , 11 reste
ey ? 828 1 g (1oyy 804 24 4 2 1oy, L 2, g
¥ 2 n y dy %n §.e ¥y n
dy
multiplie par T%? =
2
d” ¢ d¢n 9
y(1-y) dyz Bny dy * §,e ¢n = %

obtient la relation de récurrence suivante pour c¢

v(v=1) + B .v = 2/8.¢
c = c si v >

v+1 7 v(v+l) v

pose ¢ polyndme d'ordre n = c, = 0 pour v > n

c =0 = n(n-1) + Bn.n - 2/6.e = 0

n+l

2
Bn - née n+ 1
iy grs‘n_1 - _ 1 _n
n 2 8, T n.s.¢ 7
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or E = l 32.62
n 2 n
- 2
1 2( 1 n l)
E = =6 S .
n 2 n262€2 4 Se
S S R Gl S
n 2 n262 8 2¢
X, (0) = 0
-a -6-r 9 - v
X, =e " I o, - St -
v=0
Pour n = 1 on a
_ 2 { 1
By = 5.2 3, = 3§ "7
1 8 1 8
_(E - f)r '(g + 5)r 2
X, = ¢c,le - e § < =
1 1 €
2
1 8 8 ., -
El = 5-&'? + T - ‘2‘; en unite EO
On calcule ¢, en normalisant Xl : [X%dr = 1
- 1§ 1
R LY
c%[f (e S . - e b : ) dr] = 1
(o]
o 1 8 o 1 8
2 =2(c ~ 7% =2l * giv
cl[[ e dr + f e dr - 2 I e
o o o
“;1![ 11 5. " 11 il %] o
Wz~ gD <
1 8 1 § 1 8 1 I
2 5 Eowe 2y o RELZ Ox il o 2
2 2(; + 7) + 2( ) 4E(o * 7) (2 7) )
1 1 8. 5 -
4= = P+ 3)
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b af L -8t
Py e\ T2 A
e -1
V4
QEE = 1
V4
1 [ 1 [
| f‘;"f)(z*i
63 =
I 626
1 1
——'—'-1 = a =
ng 2 26&2
-a,.6,r _ 2
e 2 [c (1 - e Gr) + cz(l - e Gr) ]
2 8y ™ “2




B. CALCUL DES ETATS AVEC ¢ # 0 DU POTENTIEL'DE‘HULTHEN MODIFIE

SoitR (r) la partie radiale de la fonction d'onde d'un
?

atome d'hydrogéne ; 1'équation de Schrédinger s'écrit :

=L :
1 4 (2 d) e - z(m+1)]
= r— r - i R = E_ R
[ 2r re 2r2 n#(r) n,2 (r)

2 -8r
1 d § e _a(rel)
(f € =51 7] * En,ﬂ)xn,z(r) =0
dr 1 - e 2r

On a remplacé le potentiel de Debye par le potentiel de Hulthen,

les rayons et &nergies sont en unité&s atomiques.

2
On peut aussi remplacer &iiill-par L) § e Sr
2 2. % -6r
: 2r 1
-5r 5 \% -sr 1
quand r + O e + 1 - 8r = =] > =
1 - e r
2
quand r > ® ( & -6r) e 8 5
1 - e
On reprend la procédure utilisée pour & = 0 :
1 2 2
On pose En,l =7 an’zé Bn,l 1 + 2an,2
-a R
_ n,L - L =G
Xn’z(r) = e ¢n’1(r), y 1 e
on trouve (cf. calcul pour & = 0)
dzxn g (¥) p —a_ o081 2 d2¢n 2(E) a4 9
gty W 8 ’ [(I'Y) '—-——L—T*“ = B m(l-y)g—*-an¢]
dr dy » y



On injecte dans 1'€quation de Schrodinger, on a :

2

a“¢_ , (y) ¢, (y) 2 (1-
dy !
- 2(2+1) (}*g) L 2(y) = 0

On multiplie par yZ/(l-Y)

2
n,n(Y) + ggy¢n,£(y) - 2(£+I)¢n,ﬁy)==0

2 w Gl
t y (I-Y)¢n’2(y) = Bn’gy ¢

On cherche une solution de la forme :

M i+o
6 (3 = 1 ey
2 i=0
L] M N l 3 -
On a : ¢n g(y) = z ci(i+0).y1+a '
4 i=0

M L
by g ) = E c; . (i+0) (i+o-1)y *72

L'équation de Schrédinger s'écrit

M : .
) [ci(i+c)(i+c-l)(yl+U - y1+0+1) - B
i=0

. i+o+l
n,lci(1+0)y

2 i+o+1 i+ao _
il 2(E+l)ci.y ] = 0

On annule les coefficients de chaque puissance, on obtient la

& ui i+0 + ;

meme pulssance de y en regroupant le terme en yl Bl avec 1 = k
i+

et le terme en y1 9 avec i = k+l

4 . . " 2 i+o+]

terme i = k = {—c, (i+0) (i+0-1) - . (1+ + .
( 1( ) ( ) Bn,£c1(1 5 SeCi

terme i = Sk

k+l = (ci+1(i+c+l)(ibc) - 2(£+l)ci+l)y



& ci+l[(i+°+])(i+c) - 1(1+1)] - ci[(i+c)(i+c-l+8n’z) = g%] = 0

si1=-1 ona c¢c. =0 c. = ¢

co[c(c—l) - E(£+l)] = 0

c, # 0 (par def.) - g = £ + 1

. i1 ) (i+£+l)(i+g+3n’£) - 2/8¢
¢ (i+2+1) (1+2+2) - 2(e+1) (I.B.1)
% i+o
On a ¢n’9‘{Y) = iZO Ci-y ¢ = L+1

* By polyndme d'ordre M+%+1 en y.
?

_an’loa «

’ 1
On rappelle que Rn’g(r) = o B ¢n’z(r)

y =1 - e 5T quand r -+ o0 y + 1

. On peut vérifier facilement que R E(r) % 2t quand r »> O
3

R p“(1') a n-1 surfaces nodales ou. encore

n,
r R g(r) s'annule n fois 3 distance finie (def. de n)
1] e
la relation y = 1 - e bx permet d'établir un isomorphisme

entre 1'intervalle [0,2[ pour r et [0,1[ pour y

= . n(y) a n racines en y sur [0,1[
¥

= 2 E(y) est un polyndme en y de degré supérieur ou &gal 3
b

n ; si 3 2(y) = 0 n'admet pas de racines complexes alors
it 3 T
n = M+2+l

On a alors Crel 0

= n(n-1) + n.Bn W 2/8e = 0

2



i _ 2 _ -
g ‘ Bn,l " n.S.e % | Bn L Zan
-1 _n
= h,2 " n.d.e 2
. " _ 1 2 .2
On avait posé En,E zan’g.a
= e 11 +n262 _ 6
n,f 2 22 8 2.¢
n e

On retrouve la méme formule que pour & = 0,c'est-d-dire que le

potentiel utilisé

-§r 2
vy - - 0T8T bty (s Y s
l-e l-e

admet un spectre dont les valeurs propres sont dégénérées en 1,

comme le potentiel coulombien !!
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o NORMALISATION DES FONCTIONS D’ONDE DU POTENTIEL DE_HULTHEN

£ = 0. On avait Xn(r) = ar(r)

-a §8r
n

Xp(r) = e -9 (1) y =1 - ¢ 87

e - 2
y(l-y)¢_(y) - Byryeo (y) + 5-0,(y) =0

2
Bn=l+23n-m-n+l

(a) On peut remarquer que l'équation a4 laquelle ob&it ¢
est un cas particulier de 1'équation hypergéomé&trique qui s'écrit

(cf. Bateman ; "Higher transcendental functions" p.56)
P

y(1-y)% + [c - (a+b+1)ylé - a.b.p = 0O
On retrouve la méme équation en posant c = 0
a+b+1 = Bn-
ab =---..?—.
Se
s a = Bn +n -1
b = - n
c = 0

On a la solution

¢(y) =y ,F (B+n, -n+l, 2 ; y)

Notons que B # B,




(b) Si on fait la transformation ¢(y) = yu

on a : ¢ u + yu

yu + 24

b=
[}

1'équation différentielle devient
(1-y) [ G+2u] - B ylu+yu] + 2 yu = 0
¥ yo L n°® Se

Si on simplifie par y et regroupe les termes on a @

(1-y)yi + w201y = 8.y) + of& -8, ] = o
- (1-y)yi + 6[2 5 (Bn+2)4 + u[g% - an] = 0

On peut identifier avec 1'é&quation & laquelle obéissent les

polyn8mes de Jacobi

(I-y)6y(y) + Gp(y)lq = (p+1)y] + G (y) [k(p+k)] = 0

_ - 2
q = 2 p+l = B +2 k(p+k) = 7.5 B
2
- P =B *l = —F— -0+ 2 k =n - ]
On a donc u =6 _,(,:q,y)
= ¢ =y 6 _;(p,q,y)

On peut vérifier qu'on retrouve la solution obtenue directement

4 partir de 1'équation hypergéométrique,



en effet 2Fl(6+n’ ={n=l), 2; Y) = Gn-l(Bn+l’ 2,?)
puisqu'on a  F(a,b,c3y) = G, (p,q,y)
avec a=p + k
b = -k cf. Courant-Hilbert, p-90
c = q
On retrouve p = B_+1 q = 2 k = n-1
~an.6.r
On a finalement : Xn(r) = C.e y.Gn_](B+l,2,y)
C = coefficient de normalisation
1
On veut avoir : I Xi(r)dr = ]
o
. -2a_.8.r
=» 02 f dr e B yzGi_i(B+1, 2; y) =1
o
y=1-e9%% o 4y =se%ar
-2a_.6r 2a
-1 dy n a. = n
= dr = 5 755 e (1-y)
I1 reste
1
2a_-1
2 1 n 2 .2 . -
c [ dy + (1-y) y© 6 _(psa5y) 1
o
2 1
C -q-1 2
> = [ ay (1-y)P 71" y%6 (pyq5y) = 1
o
avec M = n-1 p = Bn+l q = 2

Voir solution générale pour % # O.

a



= 08 =

On a trouvé

—an.ﬁ.r L+l

Xn,g(r) = C.e y Gy(psq3y)

C = Jﬁ(an_])(8n+2n—l) I'(2M+a+B+1)
2n VTG BTy T(as M T (B M) T

M @
. _ T (B+M+1) _yyifM) T(p+2M=-i) M-i
GM(PgChY) = F(2M+a+8+l) -Zo ( 1) (i) r q+M—1) y

1

I1 reste : p=a+ B8 + 1 q =8 +1

-a_.8.r §(B_-1)(B_+2n-1) :
_ n n n (B+M) ! L+1
X (t) = ¢ J/ 2 V/n.M!(a+B+M)!(a+M)! yo8

ifM) (a+B+2M-i)! M-i
(-1) (i) (B+M-1) !

Posons j = M-i

_yM=3 (M) (a+B+M+j) ! ]
(=l (j) IR

a = p-q = Bn—l B+M = n+l

B = q-1 = 22+1 = a+M

Bn+n-2~2

M= n=-2-1 at+B+M

Bn+n+2—l

v/ (B+M) ! ~ v/ (n+2) !
nM! (a+B+M) ! (a+M) ! n.(n—ﬂ-l)!(8n+n+£-[)!(Bn+n—2-2)!

7 1
B_+n-T. (8 _+n-2)!

-a_.8r §.(B_-1)(B_+2n-1) n-1 :
_ n n n 13- 1-3fa~1
= %, Keed € V/r_ 2(8_+n-T) ) jZO £=1) ( h )'

s pour & =0

(B +n=1+§)1

Lo+l
(B_+n-2) 1(1+y) [ 7




Posons i = j+1

1

-~a_.ér BB - (B +2n-1) n g NyB+n-24iy
WO Y AR ST o) G
n i=1

conforme 3 l'expression de Hulthen et Lam & Varshni & un facteur

(-1) prés.
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HULTHEN

D. NORMALISATION DES FONCTIONS D'ONDE DU POTENTIEL DE

MODIFIE

2 # 0. On a
Xn,k(r) = ar’z(r)
-a .6.r
xn,z(r) = e ¢n,£(r)
2(1-y)6. L (3) = B o¥2.b. L (y) + = vé
y y n,% v n? ° n,2 y se 7 n,L
- 2@t (y) = O
g #°0 « g OF B, = 1 + 2a_ = —2—

On notera ¢ au lieu de ¢ (y) dans la suite du calcul.
) LR

Posons : ¢ = y2+l.u
On a : é = (1+1)y2u + y£+l.ﬁ
et $ = £(£+l)y£—lu + 2(E+l)ylﬁ + yR'+1

.U

En reportant dans l'équation différentielle on a :

[z(z+1)y“*‘.u « 21y 20 - y“*3.ﬁ](l~y>

- Bn[(gj])y£+2.u + y£+3ﬁ] + EEE yn+2u - E(E+1)yz+l_u =
= (l-y)y1+35 + [2(2+1)(1-y) - Bny]y£+2.ﬁ B [—£(2+l)
2 L+2 ‘
= Bn(l"'l) + —G-E-]y u 0

On en tire en simplifiant par y£+2

0



y(l+y)a + [2(1+1) - (Bn+2(m+l))y]& + [g% r (g+1)(3n+2)]u =0

Soit Gﬁ’q(y) = polynéme de Jacobi d'ordre k.

On a comme &quation canonique (cf. Courant-Hilbert, p.90)
y(l-y) 6 + [q - (p+1)y]ci + k(p+k)G, = O

u satisfait au méme type d'équation si on pose

q = 2(8+1)
p+l = B, + 29 + 2
2
k(p+k) = B - (E+])(Bn+2)

On en tire

p =B + 22 + 1 k =n -0 - 1=M
n
En effet k(p+k) = n(p+k) - (R+l)(Bn+1) - (£+1)(2+1+k)

Le terme -(2+1) (B+2) s'8limine. I1 reste

- 2
n(Bn+22+l+n-2-l) (r+1)(2+1l+n-2-1) = e

= n(6n+n+ﬂ) - n(e+l) = g%
2 P
Bh " n.6e " 1 o= 8B, * 5 oo
e § s s 2
On vérifie blen que an +n” +# 0l - nl -0 = e
on a donc o (y) = Y2+1-Gp’q(Y) -~ (T.D.1)
n,4L M .D.
p=8 +20+1 q= 2(e+1)
-a_.0r 0
Qn veut normaliser Xn’g(r) = Ce .¢n’£(y)



an

C'est-a-dire on cherche C tel que I dr Xi R(r)
]

On

I1

On

On

En

On

[o]
—an.ﬁr a,
On remplace e par (l-y)
car y = 1 - e_ar, on a dr = %'i(‘l'_!‘i
@ i
2 {1 ay 2
- [ar ol (o = [ $ 85,
(] (]
1
2 2a_~1
5 C - n 2 =
On a donc : - [ (1-y) ¢n,£(y)dy 1

(o}

remplace ¢n o Par son expression, on a
?

1

2 2a -1
, %T [ (1-y) " y2(£+l)[G§’q(y)

o

faut donc évaluer

1

o

o}

= 1

2
e

2a_-1 2
(l—y) n yzcgﬂl'l)[cqu(y).‘ dy car

peut remplacer Zan-l par Bn-2 car Bn = 2an+l

2(s+1)par q

remarque que En—Z =p~-q-1
effet p = B, % 29 + 1
~ p-aq-1=872
q = 28 + 2
1
p=~q~1_ 471 Ps4 <
I, - (1-y) y [Gu (y) | dy
)
. Psq - M!IT (M+p) pa,B = 3 S
et B = q-1
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On pose x = 2y - 1 = y = = dy = — -

-q- 2 B
1-x\P ¢ U orex\® M!P(M+B)) [ a,B
kg = I %; (‘53) (_5§) (F(2M+p) P (x)]

2
1 M!F(M+E)) I
= I, = ;E (r(2M+p) 2
+1 2 p = a+B+l1
= +1 a,R
12 = f dx(1-x)% 1(l+x)B [PM, (X)] w E
-1
+1 8 g 2
sl a
T, I dx (1-%) %71 (1+x%) [PM’ (x)]
"'_1-__ — —
A
* B x a,B <
+ I dx (1-x) * (1+x) T:;{PM’ (x)]
-1
X - —(1—x)+1 = _1 + ]1
or T-x 1-% -X
+1 2
; : g1 a,B _
- e | ax0m0fae it o]
-1 o — e
A B
+1 8 8 2
a’
- [ dx (1-x) F(1+x) [PM (X)]
--..__-l el —
B
1. = 2A-B avec (cf. table de transformées intégrales
2

Bateman vol.2, p.285)

r(u+M¥1)F(B+M+1)) 1
B = 2a+8( MIT (a+B+M+1) "o

1 [T(a+M+1)T(B+M+1) 1
2%t ( (;:r(a+a+M+l) " a+Br2M+l



I, =2

1

== I = —

p=oa+ B + 1

a+B+1 T(a+M+1)T (B+M+1) B+2M+1

M! T (a+B+M+1) a(a+B+2M+1)

M!ZFZ(a+B+M+1)

2P 12 (2M4pa+p+1)

= 2P se simplifie ainsi que M! et T (a+B+M+1)

il reste
1] = M! F§u+B+M+1) T(a+M+1)T (B+M+1) 0(2:§§;;+1)
T (2M+a+B+1)
2
: C _ - /&
On avatit 5 Il =1 = (= Il
§.a.(a+B+2M+1) I (2M+0+B+1)
¢ = B+2M+1 *
VMIT (a+B8+M+1)T (a+M+1)T (B+M+ 1)
-a .0r
s n 2+1 Psqd
or Xn’g(r) - C e .y Gy (v)

(Cf. Abramowitz

32+ 3: 0 D TH5)

On peut é&crire

On a alors :

On avait

M "

P,q _ T(q+M) : _ 1(M) T (p+2M-i)

GM (y) I'(p+2M) izo 13 i/ T(q+M-1)

M

P,q _ T(R+M+1)

GM (y) = F(Q+B+2M+1) ZO 8 2 B B B s s B E e s e e
H i

6r’Yy) = ) eyuy
i=0

CM = 1

Ciel (i+2+1) (i+2+B ) - 2/8e

c.  (i+2+1)(i+2+2) - 2(a+1)

1

Ci-1 _ (a+i) (R+i+1) - 2(a+1)

C-.

1

(2+i)(£+8n+i—l) - 2/6¢

M-i



= B0 =

- -an.ﬁr M .+£;i
On a alors : X_ _(r) = C.e 2 c..y1
n,% , . 1
1=0
. _ S.ala+B+2M+1)
avec 3 C = V/ FwRTre P
b o [ _(2Mrarp)t (2Mea+)! L
T A\MT (a+g+M) ! (a+M)! (B+M)!
b - (! seu 2
2M+o+8 2M+a+B
« = p-q = B_-1I GrR+2M+]l = B +2u-d
B = q-1 = 22+1 - B+2M+l = 2o
. = +
M = n-2-1 e "
2M+a+B = Bn+2n-2

n-¢-1 n+ l/2
) (6.(Bn-l)(Bn+2n-1)CBn+2n_2'cBn+2nf2)

et (I1.D.2)




E. PERTURBATION DU POTENTIEL DE HULTHEN MODIFIE

DEfinition de la perturbation

~§
. _ e 3 {0+ 1)
Vi) =+ = 2 Debye
2x
-85 2
W(r) = + LB —3 - R(EEI)( fé ) enér Hulthen modifié
e(l-e r) - °F
V(r) = W(r) + u(r)
i & T o C (+1)[ 1 o8 5 \*
W) = et - =y r T T2 7 " ° -dr
' (l_e ) r ]-
Si on pose : y = 1 - e_ér,
Cli o
on a : e =1 -y
I .
et : T = - 6_ Log(l~y)
= u(y) = - ,5_(1_3,)[___1___ + j_] B 2(ﬂ,+1)52 [ 1 ~ 1—y]
’ e Log(l- 2 2 2
|Log(l~-y) ¥ Log2(1-y) ;

On a une base compléte de kets solutions de 1'dquation de

Schrdodinger avec le potentiel W(r)

8. « BF a
_ I a+1 . n £+1 ;
Xn,z(r) = £ e oy Gy(p,a5y) = C(l-y) "y ~Gy(psa5y)
al’l
fo = hr 2y = b o = A =
B = 20 + 1 dF = it 8¥
.....y(s
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Calcul ce E1 = <Xn,l|uIXn,%>
E = C2 I + I +
1 1 2 ¥ I3t I,
! +1
_ 1 (l-y)ay8
Ly==g | % 6% (p,a;y)
! WA u(P>a5y
I
_ 2
Iy = = ¢ j( dy (1-y) *y" Gy (Psas5y)
O
! a-1 B+1
L (8 ~
1. = - _L_iil“ dy (1-y) y Gz(Psq;Y)
3 2 2 M
5 Log” (1-y)
1
2(2+1 . o B-1
I, =+ zml— { dy(1-y) 'y Gi(p,q;y)
O
Calcul de 12 et 14
K
. _ M!(c+B+M) ! a, B = -
GM(p’q’y) = FIHaiBFT) Py (x) avec x = 2y-1
1 k2 - BlpasB ’
_ 1 o _ 61 " 3
I, = = 2&+8+1 (1-%) " (1+x) (PM (x))cm
-1
o b By B o a b1/ 0,8, )
1, - S [ o tae (rf 00) o
g |
|
+1 2 FR+1
i [ i 8/ a8, .\ 2% T (a+M+1)T (B+M+1)
or J (- “+X)<PM GQ} o M! (a+R+2M+1)T (a+B+M+1)

ct.

Bateman, p. 285(5)



o € Ri B = 28+1 € N = on a bien Rea > -1 Ref > =1
! )T +M+1
- _12 R é M T(§+B+M+1)F(a+M+ )T (B ) LI
I “(2M+a+R+1) (a+B+2M+1)
2 _ So(a+B+2M+1) r?(2Msa+B+1) )
C = R+l MIT (a+B+M+ 1) T (a+M+ 1) T (B+M+1)
2 _ 3 o

= I B+2M+1)

+1
2 at+B
~ ; -1 a,B 5 T(a+M+1)T (B+M+1)
de méme f (1-xf (1+x) " (PM (x)) 4% = =578 T (a+p+M+1)

-1

cf. Bateman, p. 286(15)

g = B n = m= M on a bien Reoa > O Reo > O

. I = 4 2Q+1)S MIT(a+B+M+1)T (a+M+1)T (B+M+1) (T.E.2)

3 2 3] T2(2M+m+5+1)
2
CZI _ L(e+1)8" (a+B+2M+1) a
4 (B+2M+1) 28

Caleoul de L. &t I

) | 3
q i
Gy(p,a5y) = ‘Z c..y
1=0
M M ] o B+i+i+l
1 g 1+]
I1 = - — .E 'E ci.cj f dy & fi %1_ )
i=0 j=0 . g ¥
QI(Q;+1)5 M M ‘1 (1_ Ot—l B+i+j+]
I;=-——27 73 Ty J gy i) 5 ¥
1=0 j3=0 5 Log  (l=-y)
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n
Or [ (x--l)nxq_ll dxx = E (-1 (E)Log(q+n—k) Gradshteyn
d o8 k=0 p. 546 (41)
Posons x = l-y y = l-x (x---l)n = (-1)" v dx = -dy
1 qg-1 n n
- : k
- f bloyl - 2. 4% . e gy™ 3 ey (;)Log(q+n“k)
L{;‘g(l‘-y) k=0
0
M u +1+7+1 Bt i+l kfg+i+]+1 240+ B+i+] 1 ‘
Iy= =gl Xci'cj("l)glj ) ("])( K )Log( ~k )
i=0 j=0 ~ k=0 J
(I.E.3)
De méme Gradshteyn, p.547(4)
1 ks 1 2
[ meP Tt ) () (ke PLog (kve)
(Log x) k=0 S —
o
x = l-y ! g-1 n
ﬂf gy oYty "
dx = -~dy 2
Log™ (l-y)
[0,1] » [1,0] ©
M B+i+i+1 .
1= - 2D § Y T R (B Do) PLogkeo)
3 4 1=0 j=0 * J k=0

(I.E.4)
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ANNEXE II

ORGANIGRAMMES ET LISTINGS
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MAIN

KK = nombre de niveaux ID = 1

distance de Debye = D(ID)

i

LECTURE DES DONNEES
CALCUL DES CONSTANTES

NON

oUl

CALL SCHRO

calcul de 1l'énergie du niveau
indniv

. calcul de la fonction d'onde

calcul de la cste diélectrique
renormalisée par tous les ni-
veaux jusqu'ad indniv

= cette constante intervient
dans le potentiel du niveau
suivant

A

CALL COUKBE

tracé des courbes des
constantes diélectriques

NON
— —— —— STOP

|
|
|
|
|
|
|
|
i
|
|
A
| CALL INTEGR
| | “
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|



SCHRO -9 -

calcul de

1'énergie test : ENTEST

CALL NEWTON
recherche de XZ/V(Xz) = ENTEST

.

CALL DONNEE

n-% = oscillations
(n-%) 40 = points sur 0,x,

on prend 9 fois plus de points

I

POTY
CALL INIT A SR
remplissage des matricés our keSS 18 Saleil i
e P o .
. I tentiel t R
la résolution de Schrodinger < potentiel au poin
l h
Y
XINTPO
GALE g RL interpole entre les
calcul des wvaleurs propres valeurs de la constante
par rutishouser didlectrique calculées
DEBOB auparavant

L

recherche de 1'énergie
prévisionnelle pour la valeur
courant de £

CALL INIT
ENTEST = 0

CALL VECTP

calcul du vecteur propre
dont on conserve les valeurs
dans des matrices

'

RETURN
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INTEGR

Initialisation de RKV7

1_

CALL RKV7

intégration de 1'équation
différentielle

Y' = DERIVY(X)

DERIVY

B!

rangement des valeurs
obtenues

RETURN
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DERIVY

calcul de FF

STOR = 0

NON

INDNIV

calcul de PSI ou point X —
pour le niveau I P
i 7 !
sTOR = sTOR + e 2B pg1? (2041
‘_
4_
v

calcul de Y'(X)

RET URN

XINTPO

on interpole entre les
valeurs de PSI
stockées par VECTP




OO =8N -

i 0

JUERGUTIN‘ TRIDGUASE sEIGVL ¢NVAL 4Ny ¥)
###*######t*###***ﬁ#*#ﬁt###*#t#&*#*#t###t###at*#t#ﬁ###**#*##***tt###*t
= CLLCUL VALFURS FPROPRES MATRICE TRIDIAGONALE
* PAR METHODE RUTISHAUSIF (DURBNC, P 281 ]

* AINIZDIAG PRINCIPALE

* E(N)ZDIAG SUPERIEURE (1 PAZRTOUT

* EIGVLIKI=VALEURS PROPRES APRES (ALCUL

% KZNERE MAXIMUM DE VAL . PROPRES

% NVAL=NG C'ORORE DIs VAL, PKGPRF ¢ QU ON ARRETE

% N=NERE-DE PTS !
#**####*##g##*#####*####***#*#tﬁ###*#*##t#t####*tt#t###t###**#*##¢*#**

IMPLICIT COUBLE PRECISION(A- =H,0=2)}

DIMENSION AIh),BIN)._IGVL(KI

COHMON/QONEIRDB.HHX,DEL.ENTEST

NEIGVL =]
i CONTINUE
RECHERCHE D*UKE VALEUR PROPRE
LR R E TR T T2 IR LT R R R R Rt e
AMzZO.GC
IaCc=2 @ IAC=1 CD L°ACCe & CCMMENCEE
pNCozo
ZsbL=C .07
ATO—;-DU‘ pre
NDIC=C @ NDIC=KNBPRE DF DEROBINAGES
AH:AINHI ‘
NDIC=C
NCC=NCC+1 & NCO=NERE D°'ITER POUR 1} RACINE CONKEE
IF(NCC.GT.2C3) PPIMT 129r
1290 FORMAT(2X,"PAS DL CONVERGENCS APRE S
IF(NCCGT«21213) RZITUBN
* CALCUL CES ELTS CIAGe DE L ZT SUPDIAGe GE S
AT RE ARG r Rk kb ##**#*¢¢¢#*n##44¢v¢4¢*#
6Tz.00C
PINMIZZ, OO
DO 4C6 Iz1,4MM=-1
ALIZA(I)-RT
IF(CABS(ALI) «LT.3.,106-23) CALL DEECE(A,E,AMEH.EMEM.&L,NDIC,N,I,I,
1 *222) -
BTIZB(I)/ALT
APZA(I+1)-CTI
AMEMZAL(T)
EMEMZELT)
E(I)ZALI+ETI
E(II=0TI*Lp
ALZrLI
BT=ETI
Lle CONTINUE
A(NH):A(NH}—BTI
ASLZA(NM)
IF(IAC.EC.1) COTO 726
ROAPZDAES L (ASL=AM)/ASL)
C DEMARRRGE EVINTUZL DF L ACCTCLERATION
C _________________________________ - - -
TF(RDAP.LE.202-2) I8C=1

Hvil'l'\)

r~
V]
[

3

(18]

TGURS *)

R
L



€7
58
59
63
61
62
63
64
65
€5
67
62
€9
72
71
72
73
T4
75
76
77
78
79
g
81

>
<

23
&84
ES
Bo
a7
£8
gs
93
91

727
726

RN
oo
o
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IFC (IACeSGel) JAND. (NCC.GT.1) ) FRINT 727, NCO
FORMATUZ2X*ACCELERATION LU, I3,°% TEME TOUR®,/)

CONTIMHUE

IF(IAC.EC.Y1) BHSLZESL+ASL

IF(IACEGa1) ATCZASL

ATG-ATC+HOIC

DO 766 I=Z14HM

AGIIZA(I)-ATC

FORMAT(2X, "NEBRE ITER *,I3,2X,°F *,L16.8,°RE *,D16,.8)
IF(DEABS(E(NM-1))eGE 2o 1D~-55) GO TO 223

TFEIAC.ECG.Y) AMZIESL

AMR--AM/HMX/HMX/2

AMR-AMR=SNTEST

C ON IMPRIME UNE RACINE ZT SA VALEUR AESLOLUE
Y R L L L L T L LT TR T T e g

6325

IF(AMRLLE «Q403) THEN

PRINT 6375 K-hM+1,AMR

NETIGVL=MEIGVL+1

TIGVL(NEIGVL)IZAMR

IF (NEIGVL.EC.K) RITURN

FLSZ

ENDIF ‘ .
FORMAT(2X,*NO VAL PRGPRE *,I4,1X,°V P *,016.3)

C NE DIMINUE DE 1 ©7T DEMARRE LE CALCUL CE LA RACIME SUIVANTE
F Bkt AR E e A s A A RSO SRS A AN A DA ARSI RS RSB A AR AT E SR kAR

wm
®

111

NMZNM=1

IF (N=NM.ZQ.NVAL)Y RETURN JON ME CALCULE CUE NVAL RACIMNES
IF (MMEGeT) RETURN oUERMNIERE RACZIAE

E(NR)IZZ 0N

DO EE IPZ1.MM

ALIPIZA(IP)Y+TACHAM

G TH 238

CONTIRNUL

RETURN

END



35
351C
3523
3525

sS40
1550
356C
3570
3583
assc
3sCC

361C
162C
3630
3643
360
36¢0
3673
3680
3695
3723
3711
272C
373C
2749
1755
376C
277G
I78es
37sC
3883
331G
232C
1337
Igyz
385C
Igec
- 2B1C
Igac
289C
9.3
1932
2923
293G
342
39cl
I9&3
3973
3930
3953
4073
49310
4322
§g53c
q3Jug
49cC

Ugeg.
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SUCROUTINE VECTPUAM 4h 3 Ay 343 CoMSAVE)
R3S k2 **#*‘#***#**1—#***#*”“‘#***###*4f###ﬁl**#*## *#*#*##*#####utr:##***t##*
* CALCUL CES VICTZURS PROPRES %
% AMZVALELR PRCPRE "
%* NZNBRE DRE PTS o
* A(N)ZDIAG PRINCIPALZ &
4 E(N)=DIAC SUPSRIZTURE. (1 PARTOUT) ®
* CUNIZEETA SI ICMSAVE ;GAMMA SI I SMSAVE »
* MSAVEZNG OU PT OU PART LA PROPEGATION *
e E T S #zr¢t¢¢¢$$#*$*ﬁu#*#t**##*:attc:*nttutaa##vtt#ta#tatw*namtttwt

PEREMETIR KK=9

PARAMETER KNNZ 15T 3

IMPLICIT DOUGLE PRECISION(A-H,0-2)

DIMENSION A(NDLE(N),CULM)

COMMON/DONE /ROB 4HMX 4['EL ,ENTEST

COMMON/E/INCMAX,IHanIV

COMMON/C/L,¥

COMMON/CPSI/XPSI(UN,KK) ,YPST (N N,KFI,LI“PSI(KKI

PEINT 176,AM
NOZUD=C
136 FORMAT(2X,"AM*,016,.5
c CALCUL DES ALPHA
C I P T TR EE R
G IMWASD
C ......
CeZI=-E(1)/CA(1)-AM)
Do T Iz2,MSAVE-]
CUIN=-3(IN/(A(TI)=ANM+C(I-1))
IF (CUI).LT.2.303) NOEUC=NOCFZUD+1
1 CONTINUE
PRINT#, YNOEUDZ® NOFUD, "Mz M
1F (NC‘UD. (E.M) THEN
PRINT®, *MAUVAIS NIVZAUY
INDMAXZTINDNIV-
CALL COUPBE

CALL BuG
ERDIF
C CRLCUL DEZS RETA
c L I T2
C T INWARD
C ......
CIMSAVE)Z1,.0G3
DO 4 TI=MSAVE-1,1,-1
CUlIY=CUIV.CiI+1)
4 CONTINUE
C CUTWARD
C .......

C(HSAV’*‘)'((A(ﬁSAVfl-AMl+C(H°AV"1)l/I-E(NSAVE))
CUMSAVZ+2)=(tA(MSAVE *1)-AM)IHCIMSAVE+1)+1, L0}/ (=B(HSAVE+1))
CO & I=MSAVE+Z N

CeII=ttaI- l)-AH)*CII-;)+C(I =21)1/(-B(1=-1))

IF (DAES(C(I})«GT.DABS(C(I-])]} ) THEN

LIM=I-1

GOTC 1G
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4373 TLSE

4982 ENDIF

409C b CONTINUE

4100 LIMZN _

411¢ 12 IF (MCD(LIMy2) NE.D) LIMz-LINM-)

4120 PRINT#,*LIMZ* ,LIM

4122 LIMPSI(INDNIVIZLIM

4143 C ' CALCUL DE LA NOGRME (SIMPSON)

Q1E3 C R T PR R R Y

4160 Sz .DC

4170 GO 2 IzZisLIM-1

4180 IF (MOD(TI,2).EQ.Z) THEN

41690 SZS+22C(I) %22

42°C0 LSt

4210 STS+YHCLT ) =x%2

42235 ENDIF

423Q STS+C(LIM)%%2

42435 2 CONTINUE

42cqn STOSCRT(1.DT/USEHMX/T)) ,
42ed C CALCUL ET IMPRESSION DES SOGLUTIONS
42?0 o R Ry X% k% ok oz o o deofe i ok deofe sl wr Ay e el o e ke ek
42830 YPSIC(1,INGNIVI=.CDC

4zs3 YPSIt1,INCHNIV)=.20D

43C2 GO 3 IZi,LIM

431C RIROE+(I-1)%HMX ~

4323 PSI=S*C(I)

4322 XPSI(I+1,INDNIVIZR

434 YPSI(I+1,INDNIVIZPSI ;
435 IFU(TWGTeMSAVE) AMNC . (DAEBSIPSIYaLZe1leli=5)) THEN
43Ies LIMPSI (INONIV)IZI

437c C PRINT 122,I, R,PSI

432805 RETURN

4397 ENCIF

44 CC C IFUIMODUIZEC)ef0eT) ORI LTo531) THEN
44iC € PRIKT ICC.I¥3y R,FEI

44239 C ENDIF ,

4432 3 CONTINUE

4445 - RETURN J

44cZ 173 FORMATIZ2X,"I= "4I4,°% Rz *4018.8,2X,° PS5I= ®4D16.8)
44€0 END
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SUBROUTINE SCHR(EJ,P,V,N,MSAVE,E2, ITRY)
#####*#tt#t##****######**#*#**t#**#####t*##ﬂ###t#t###t*###*#*n*##*
% VETHODZ NUMEROV A ! CANAL

* ENERPCIE ET FCHNCTION D®*OMDE
% " MSAVE = 1 INTEGRATION INWARD SZULEPMENT
S MSAVE «GE. N INTEZECRATION OUTWARD SEULEMENT

e e T PR T R R R DR L L e e e s
INCLUDE COM,LIST
PARAMZTER rI-,..ﬂ139”“35697932“DG,PIZ:PII?.DG
PARAMETEP PI4=4,NDS#FI FACT=DSCRT(2.0C/P1)
PARAMETER MAXITZ3D,pgPS=1.0-6 ‘
DIMEKSION PIND) VIN)

ITEY=C
HMXZ(RFN-RCE)/DFLOATIN-1)
HZ=-HMXx%2

HFy=H2/12.DC

PNQREMZ1,D2

E=t

TEST1=-1,

DE=C.DC
¥ INTEGRATION INWARPC-OUTHWARD
% LR EE RS SRR 2 RS EE IR IR T

CO ST IT=1,MAXIT
PRINT* (32 (1H*)//)"
c ~ PRINT#®,°FNZ® PN}, *PN=1=",P(NK=12)
- CALL LFENTI(VSE 4P 4HMX4N)
CALL IMNWARD

* L-INTEERATION VERS L-INTERIZUR EST TERMINEE
¥ EHEAF USSR A I T ARSI I kA a b sk
PM=F (MSAVE)
YINZY2/PH

DO 17 J=ZMSAVE ,N
19 P(J)=P(J)/PH
c PRINT#, P 1= ", F(1),*P2=*,P(2)
CALL FENTIY22,Y11,E,P,V)
CALL OUTWAR

% L-INTEGRATION VERS L*”XT’PIEUP €eST TERMINEE
* ##ﬁ###¢t#*####*#t##*###*##t:**####ittt####*
C

PM=P(MSAVE)
* RACCCRUEMINT DES 2 ERANCHES
B S i e e o - e e -

YOUTzvy1/PM

Y11=Y11/PM
Y22=Y22/PM
YMZY2/PM
DG 3T J=1,¥SAVE

30 P(JIZP(J)/PM

(o LES DEUX SRANCHES SONT MAINTENANT RALCCCRECEES
= CORRECTION DL LYENERGIE
% Y i R T I

CF=2.07

DO 4T J=1,N
42 DOFZDF-P(J)%x%x2



57
58
59
60
61
62

6.3 -

64
65
66
&7
68
69
70

9
-

72
72
74
75
76
77
78
79
83
g1
82
83
84
gs
86
87
g8
89
92
91
9z
93
gu
95
96
97
98
99

163

1C1

122

L3

104

135

1C6

167

1CE

179

119

111

112

113
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FoO=YCUT-YIN+2 ,0CkxYM)/H24(VIMSAVE) =)

COLDZ=DE

NE=-F/DF

PRINT*,°C=",E/2," DE=*,05/2

TOLDZE

CZE+LE

PRINT*,'C CORRIGEE =',E/2

IF (C4GE.2.07) GOTO £5

TESTIZDMAXIC(OABSIEGLD)Y=-DABRS(DE) ), TESTY)

IF(TEST1.,LT.Cs) GO TO 53

IF(DABSI(E-COLD)/E).LT.EPS) GGTO &°T
50 CONTINUE

* SORTIE SANS CONVERGENCE
* PETE LT T -2 1 5 22 28 B3
£S5 T PRINT%,® LA TECHMIOUE UTILISEE EST EN DEFAUT®
ITRYZ1
RETURN
* SCRTIE APRES STAEILISATION DE L*ENERGIE
* L R R 2 e T Y L T
60 CONTINUE
EZ=E
RETURN

R T L T T T T b b SR R R T L R g A R o N g P o P PP P
SUSROQUTINE INHARD
* INTECGRATION INWARD:PREMIERS PAS-LAST POQINTS
* ER RS A YR AR SRS AR A AR AR RN A kR A gk (e kBN R
GNZVIN)}=-E
GI=VIN-1)-E
Y1=(1.,D0-HV=CN)I%P({N)
Y2 (1.DC-BVXGI }=P(N=1)

c .

C INTECRATICN IMWARD

% A h Ay AT hk ok
DO 8T I=N-2,MSAVE,-1

72 YIZY24(UYZ-YI1)4HI%GI*P (I+1))

GI=VI(I)-C
PIIYZY3/(1.0Z-HV%GI)
IFCINEMSAVE) THEN
YizYzZ
Y2zy3
ENDIF

80 CONTINUE
RETURN

BER R AR AR TR AR R A AR AR R R RN AR E AR R I E AR E R AR R AR R YRR

e ok oot o oo e ok ok o oo g R kR kO R Rkl R kol o sk ok ek B S e o R R e R
SUCRCUTINE OUTRAR

C - INTEGRATION CUTWARD:PREMIERS PAS-F JRST PCINTS
¥ R T R R R R T S P
Yiz-HV=Y1l1l
CIz=Vi(21-=

Y2Z(1.CC-HV%GII%P(2)
Y2ZP(2)-HV%YZ2
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114 * INTEGRATION OUTKARD
115 * R L e T
116 G0 123 I=3,MSAVE
117 110 Y2ZY2+0(Y2=-Y1)+H2=2GI%=P(I-1))
118 CIzVI(I}~-E
119 C PLI)ZYZ/ L 1.DL-HV%GI)
122 Yizy2
121 - YZIYZ
122 13C CONTINUE
h &g RETURN
124 ) *#¢*#*t##¢#$*¢¢¢¢*#**$**#*¢**n*n*ﬁ¢¢z¢¢¢x###*¢*¢*v¢¢*#¢¢¢¢¢¢¢*¢$»:

125 tiHD
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10.

12.

13.
14,
15,
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1.9
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